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En la presente obra intitulada “Sucesiones y Series de Números Reales ” en su 
3era. Edición, se expone en forma concreta y precisa los fundamentos teóricos de las 
Sucesiones y Series. Se resuelven gran número de ejemplos y ejercicios como 
aplicaciones de los diversos teoremas y técnicas. 

La selección de los ejemplos, ejercicios y problemas de cada capítulo, es 
consecuencia de la experiencia adquirida en la docencia universitaria y sugerencias 
brindadas por los colegas del área de matemáticas de las diversas universidades del 
país. 

En el primer capítulo se estudia las Sucesiones, se establecen sus principales 
propiedades y se demuestran algunos criterios de convergencia no muy usuales. 

En el segundo capítulo se desarrolla el concepto de Series. En la solución de 
algunos ejercicios se han utilizado las llamadas funciones especiales y se han calculado 
explícitamente algunas sumas de series principalmente utilizando las reglas 
TELESCÓPICAS . 

Las series de potencia se desarrollan en el tercer capítulo, se calculan 
explícitamente el radio de convergencia y se estudia la diferenciación e integración de 
las mismas, así como las series de Taylor. 

\_ , . ,V ... 

\ 

La lectura del presente trabajo, requiere de un adecuado conocimiento de las 
propiedades de los Números Reales, del Cálculo Diferencial e Integral y de las 
Funciones Especiales. 

» 

La presente obra es recomendable para todo estudiante de Ciencias 
Matemáticas, Física, Ingeniería, Economía y para toda persona interesada en 
fundamentar sólidamente sus conocimientos matemáticos del análisis real. 
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Agradezco por anticipado la acogida que ustedes brindan a esta pequeña obra; 
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Sucesiones 




1.1 DEFINICIÓN.- 

Una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto de los números 
enteros positivos, cuyo rango es un conjunto arbitrario. 

Trataremos solamente de sucesiones de números reales, es decir: 

Consideremos una función S : Z + R, tal que, V/? e Z + , S(n) e R, es un 
elemento de la sucesión. 







2 


Eduardo Espinazo Ramos 


Ejemplos: 


(T) La sucesión 1,4, 9, 16..... n 2 ,... se escribe así 

! /7 ~ i n>\ 


(T) Los ci 


C-D" 


cinco primeros términos de la sucesión j-}, 

n\ 


son: 



1 1 1 
6 ’ 24 ’ 120 



Hallar el término n-ésimo de la sucesión 1,3, ó, 10, 15, 21, , 


En efecto. 


S, = 1 = 1+0 
S 2 = 3 = 2+1 


S 3 = 6 = 3 + 3 
S 4 = 10 = 4 + 6 
S 5 = 15 = 5+ 10 
S 6 = 21 =6+ 15 


• • • 



De acuerdo a la regla de correspondencia de los primeros términos 
obtenemos que: 



Luego la sucesión podemos escribir así: 


, w(«+l) 

i • > - 


Ui> i 


( 4 ) Si la sucesión {£„}„>, está definido por: S| = 1, S 2 = 1, S n+1 = S n + S„.|, 


hallar S 7 . 


En efecto: Si = 1 


S.= 1 


Sí = S-» + S, = 1+1 =2 


5 4 = S 3 + S 2 = 2 + 1=3 por definición de la sucesión 

5 5 = S 4 + S 3 = 3 + 2 = 5 

5 6 = S 5 + S 4 = 5 + 3 = 8 

5 7 = S 6 + S 5 = 8 + 5=13 

¡1.2 DEFINICIÓN.- 

Una sucesión ( S n } /? >,, se dice que tiene límite L, si para todo e > 0, existe un 
número N > 0, tal que: | S n -L\ < s, para todo n > N y denotaremos por 
lim S n = L . 

//—>x 

En forma simbólica , se tiene: 


lim 5,=¿oVí>0,3 N > 0/n > => |5„ - L\ < e 


//~>X 


Ejemplos.- Usando la definición de límite probar que: 


© 


n + i 

Límite de {-} /; >, , es 1, cuando n -> 00 

n 
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Solución 


n JL. J 

lim-= 1 <=> V¿- > 0, 3 N > 0/V« > N => \S„ - L\ < s 

n —>x /; 


En efecto: I S n - L - ñ + ^ -1 = —, pero necesitamos que .S /; - L - — <£*, 

n n n 


de donde: /? > —, luego basta tomar TV > —, es decir: 

8 8 


lim-^-í- = l <=> \/8> 0, 3 N > —//7 > /V , entonces -^-í--l <8 
//->x n 8 n 


lim (1 + (-l)" —) = 1 

//—>x n 

Solución 


lim (1 + (~1)" —) = 1 o \/8 > 0, ] iV = ? => |S„ - L <8 

/?-»oc fj 


En efecto: |S„ -L\ = l + (-l)" 


— 

(-ir- 


n 


Pero debe cumplirse que S - L < ¿', para ello hacemos — < c , de donde: 

n 


n > N > — . Luego > 0, 3 N > — / |*S /f - L\ < 8 
8 8 


lim 2 

A/-»X 


Solución 


Sucesiones 


5 


lim 2 - 1 <=> > 0, 3 N — ?///> /V => - ¿I < £ 

1 V 


//—>x 


' ,_ 2 ^ ' 
En efecto: |S /f - L| = 2 ^ -1 =--— $ 1 - 2V" 


© 


Luego: S fl - L\ < 11 - 2^ n | = 2^ ~ 1 < 8 => 2^” < 8 +1 , entonces. 


j 12 

—prlog2 < log(£ + l) => \fñ > -, de donde: n>( ---), basta 

sJTi log(£- + l) V log(£4l)' 


los 2 i 

tomar n> N > (---)“. 

log(¿r + l) 


1.3 DEFINICION.-, 

Se dice que una sucesión es convergente cuando tiene límite, en caso 
contrario la sucesión es divergente. 

Ejemplos.» Determinar si es convergente ó divergente las sucesiones 

siguientes: 


¡ » +1 . 
*2/7 4-1 , " aI 


Solución 


Para determinar la convergencia ó divergencia de una sucesión bastará calcular 
el límite de la sucesión, es decir: 


lim S .. = lim 


n +1 


n —>x n —»ac 2 H 4 - 1 


1 +- 

lim-— 

"^24- 


14-0 1 

2 + 0 ~ 2 
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© 


n +1 

Por lo tanto {-)„>, es convergente. 

2/7 + 1 


í+ílü, 

* o * /?> 1 

3 / 7 " — n 


Solución 


Para determinar la convergencia ó divergencia de una sucesión bastará calcular 
el límite de la sucesión, es decir: 


lim S„ = lim 


2 / 7 ~ +1 




/;->x 3/?“ — n 


lim 

//—>x 


2 + 0 _ 2 
3-0 ~ 3 


Por lo tanto: í 


2/7"+1 


S 2 

3/7 - 7 ? 


, es convergente. 


® 


2 , 

. " +l . 
i t i//>l 
2//" - n 


Solución . 


En forma similar a tos ejemplos anteriores, calcularemos el límite de la 


sucesión, es decir: lim S n - = lim- 7 - = lim (—+ —~) - — + 0 = — 

n _ V rr* 1 1 ^ ^ II —Y / O »,1 / / 


//—>x 


/f —^ x ^ , 


«-**■ 2 2«' 


n ~ 4-1 

Por lo tanto: {-—¡ „>,, es convergente. 

2n~ 


® 


f32Í+lx 

, 2« 3 + l , " £ ‘ 


Solución 


Sucesiones 


7 


En fonna similar a los ejemplos anteriores, calcularemos el límite de la 


w j .. 0 3/7 +1 m 2 3 + 0 2 

sucesión, es decir: lim S n = lim —--= lim-— = -- — 

„-»x "-> x 2/?+l /,->x 9 4__L 2 + 0 3 


n í , 3« +1 

Por lo tanto: {—--¡ /? >¡, es convergente. 

2/7 +1 


1.4 PROPIEDADES DE LÍMITES DE SUCESIONES,- 

Consideremos dos sucesiones convergentes {£„}„>, y {*S} /; >., y k, una 
% 

constante, entonces: 


lim k = £ 


n ~>x 


ii) lim £ S /? = £ lim 


//->x 


//->/ 


¡ii) lim(S„ ±5’„) = lim S„ ± lim S'„ iv) lim S„.S= lim S„. lim S\, 


n —»x 


//— >s. n—>r 


//—>x 


n—>y //—>x 


o lim S„ 

v) lim - 2 - = - " - y -- ' - . , si lim ,S' * 0 

n —>x 5',. lim 5” 

1 ■ ^ ^ 


n . n 

11 —>x 


La demostración de estas propiedades es análoga, a la de los límites de 
funciones reales, por lo tanto se deja para el lector. 

Observación.- Para hallar el límite de una sucesión , se calcula el 

límite del término n-ésimo de la sucesión S n cuando n —» 00, 
es decir: 


lim S n = L 

n-^cc 


Ejemplos.- Calcular los límites siguientes 
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lim (1 + /7+ /?“)" 


n— 


Solución 


lim (1 + n + n~ )" = lim [(n + //' )(1 H- -)]" 

II —>x //->x ^ + /?" 


//—»x 


lim (/7 + 77 “ )". lim (1 +--)" 

II —»x //—>X ^ 


lim e 

/;—»x 


Ln(n+n 2 )" 


.l im [(l + -J_)^ 2 ]« ( ^« : 

/?->x 77 + 77 ~ 


ln(w+;r) | ¡m . 1 . 

lime " .e" 


it 2 " | im —L 


»x 


= lim e' ,+ " ; -É ." 


//—>x 


= e°.e° = (l)(l)= 1 


lim (1 + n + n~) n = 1 


// —> x 


- v 3 / 7 3 + 2/7 -1 - v 3 / 7 3 - 2/7 — 1 

lllll -========== - ==-=,= 

n-+r,r _3 , . 2 . íZ /_3 , .„2 


77 + 7?" + 3/7 - V77 + 77“ - 3/7 


Solución 


Racionalizando el numerador y denominador. 


V 3 /?^ + 2/7 -1 - V 3 / 7 3 - 2/7 -1 .. 4n(\ln 3 + n 2 +3n+sln 3 + n 2 -3n 

lim ,--.-= -===== = lim-=======-====== 


. i ... — 


HX JJ , ..2 , / 3 , 2 


77 + 77“ + 3/7 - V 77 1 + 77“ - 3/7 


>x 


Ó77( v 3/7^ +2/7-1 + 


Sucesiones 




2 1 + 1- 2 _2x/3 

3+3 + 73 3^3“ 9 



//—>X 


-> r=— | 2 

’//“ + i - V/?~ + l)sen 2 (—) 

77 


Solución 


Primero racionalizamos a la expresión: 




o 



3 

2 2 _ 2 72 

(72 + 0(72+1) “ (72 + d 2 
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Consideremos una sucesión {a n }„>, convergente, si lim a n = a , entonces: 

/?->X 



Demostración 


Como lim a n = a a n =a + S n , donde: lim S„ = 0, por lo tanto, a la suma 

>oc n —>00 

expresamos así: 

«, 4 - a 2 +... 4- ci 4- 4- a 4- ¿> 2 4-... 4- a 4- S p 4- a 4- S p+ i 4-... 4- a + S n 

n n 

_ na + S X +S 2 + ...4 -S p + S p+X +S p+2 + — + 

« w n 

Como la suma 81 + 5 2 + ...+ 5 P = k (constante) por ser una suma finita, como: 
8, < e , entonces: 

'i<p 


Sucesiones 


11 


£ p +\ + 8 p +2 + —+ < $ p+ \ + Sp +2 4"...4- \S tJ | < Me , por lo tanto su límite 


a x 4- £?-> 4-... 4- a 
de, —----, es: 


íli 4-fl-) +...4-Ü 

hm —---- 

//-»x n 


= a 


Ejemplos: Calcular los siguientes límites: 
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.. 9 n 4 5 /? + 3 1 1 l 

lim + hm — (— i -t- ... 4- -)— = 0 + (—)(1) = -— 

_ g^ 3 «->*> 36 _ g /t 3 5 6 /7 + 4 /7 2 2 


donde: lim —=ÍL= = 0, lim —¡=^= = y como lim-= 1 

"-* x VI -8/i 3 ,,_>oc VI -8/7 3 2 M “* x n + 4 


14 5 ti + ^ 

por el teorema de la media aritmética se tiene: lim -(- + - + ...+--) = 1 

«->x 77 5 6 77 + 4 


1.5.2. TEOREMA DE LA MEDIA GEOMETRIC A.- 


Consideremos una sucesión {«„ }„>! convergente, si lim a n = a , entonces: 


«—>x 


lim ¡¡ja l .a 2 ..,a n = a 

«-KC 


Demostración 


Como lim a tl =a => ln( lim ) = ln(a), de donde: lim (ln (a n )) = ln(íz), 


//—>x 


«—>x 


«—>x 


sea u n = Wa, .a 2 ...a n => ln i/ ;i = ln ^]a { .a 2 ...a n = — (ln«j +lna 2 +... + ln« /; ) 

77 

Tomando limite cuando n —> oc y aplicando el teorema de la media aritmética 


lim ln(w„) = lim — (lntf, +lna 2 + ... + lna w ) 

«—>x «~*x 77 


ln( lim u n ) = lim 

«—>x «->oo 


lna, + lna 2 + ... + lna„ / , . 

-!---- = ln(lim ¡^¡a ] .a 2 —a n ) = lna 

n «->x 


Levantando el logaritmo en ambos miembros: lim ya, -#2••• ú! « = ^ 


«—>x 


Ejemplo.- Calcular los siguientes límites: 


Sucesiones 
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© 


© 


3 5 7 2m + 1 
lim —...- 

«->X V5 8 11 3/7 + 2 


Solución 


cu 2 5 7 2/7 + 1 

Se observa que: a, = - , a 2 =-, a 3 = —, ..<?„ =-, de donde: 

5 ~ 8 11 3/7 + 2 

.. 2/7 + 12 

lim a n = lim --= —, luego el teorema de la media geométrica se tiene: 

«->00 «—>oc 3/7 + 2 3 


3 5 7 2/7 + 1 2 

lim n — --— = — 

i • • ••• 

«—>x V 5'8 11 '3/1 + 2 3 


lim 

«—>X 


ln(3) ln6 ln(3/7) 
ln(5) ln 10 \n(5n) 


Solución 


0 . In3 lnó 

Se observa que: < 2 , =-, a~> =- 

in5 ln 10 


ln(3/7) j j 

, a n ~ -, de donde: 

" ln(5/7) 


lim a. 


«—>x 


tiene: 


ln(3/?) 

lim --= 1 , luego por el teorema de la media geométrica se 

«~>x ln( 5 / 7 ) 

.. /ln 3 ln 6 ln(3/?) 

lim n\ -•-...—-— = 1 

«—>x yin5 ln 10 ln(5/7) 


OBSERVACIÓN.- Existen limites que se calculan mediante la integral 

definida (veamos el caso particular) 

Para la integral definida sobre el intervalo [0,1], de donde 


b~a 1-01 i i i 

¿xx = - = - = —, c i — a + iAx - 0 + — - — Cj=~ 

77 77 /7 77 /7 ti 
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© 


© 


Ejemplos.- Calcular los siguientes límites: 


^+^7+...+V7 


//—> x 


Solución 


Al límite dado lo expresaremos en una integral definida 

nf~ , ni 2 . . nfn i 12 £ 

lim-= lim —(e n +e n + ... + e n ) 

/í->x n //->x /7 


/; 


lim — % ' e 

//—>x /7 

/'=! 


/; 


e (¿y - e l = e-\ 

/ o 


'fe + '-ií?+ ... + '47' 

lim-= e-l 




n 


lim 


I 


/ . .7 -> 


Solución 


lim 

>x 


¿Lj i ¿ +n «-+« , 1 x2 , , »-*» « ^ , . /¿x2 


”(-r+i 

n 


n 


f —= a rc/g x / = r/rc/g 1 - arc/g 0 =-0 

+ /o 4 


© 


l 6 +2 6 +... + « 6 
lim--- 

/7->X n ' 


Solución 


Sucesiones 
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1^ 4- 2^ 4-... 4- 1 1 

hm-—-= lim — ((- 

"~> x n / n n 


= lim — ((—) A + (—) 6 +... + (—) 6 ) 

//->x n n n n 


= lim 


«—>x 


1 Y ( V= f^ = y/' 

/7 Ámmmd U J } 7/0 


©'.I„o.i 

7 / o 7 7 


lim 


l 6 +2 6 +... + /7 h 


/;—»x 


1.5.3. TEOREMA.- Demostrar que: lim r n = 0, si 0 < r < 1 y si r > 1, 


//—►x 


lim r" = 4-0© 


n->r 


Demostración 


De acuerdo a la definición 1.2 se tiene: V 8 > 0, buscaremos un numero 
N > 0, de tal manera que: r n - o! < £ , V n > N 


ln £ 

Luego: r n -0 = r" < £ <=> n ln r < ln 8 <=> n> -= N , puesto que 

lnr 

ln £ 

0 < r < 1, por lo tanto: dado 8 > 0, 3 N= -, tal que: r"-0<¿\ 

ln r 

ln f 

V n > N - —, es decir: lim r" = 0 
lnr «-►* 


Ejemplos.- 


® 7 ? 

lim (—)" = 0 puesto que r - — < 1 

«-><* 3 3 


© 4 4 

lim = 4-oo puesto que r = — > 1 

/?->x 3 3 
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1.5.4. TEOREMA DEL ENCAJE PARA SUCESIONES.- 

Si V /? e Z + , 3 N > 0, tal que: a n <c n <b n , V n > N y si 
lim a n = lim b n = L , entonces lim c n = L 

n—>cc n —>x /?—>x 

Demostración 

Por hipótesis tenemos: lim a n = L <=> V 8>0, 3 A/'j > 0 /« > A, => - ¿| < £ , 

. n —»x 

es decir: L-s < a n < L + s ...o) 

lim = L <=> V e > 0, 3 A 2 > 0 / n > N 2 => |¿>„ - ¿| < s, es decir: 

//—»X 

L-e < b n <L + e • • • (2) 

Sea /V = max {A,, 7V 2 }, entonces tenemos: 

L-e<a„ < c n < b n <L + e , de (1), (2) e hipótesis 
Luego tenemos L-s <c fl < L + £ => |c„ - L¡ < £ 

Por lo tanto, dado 8 > 0, 3 N = max {Aj, AL}, tal que: 
n > N => c - L\ < s , de donde: lim c n - L , por definición 1.2. 

/?->x 


, cos(w) 

Ejemplo.- Probar que lim-— = ü 

/?—>x 


Solución 

V a e Z + , -1 < eos n < 1, como n e Z + => — > 0 , entonces: 

n 


0 


Sucesiones 
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1 COS/7 1 r 1 r 1 A 

— <-< —, y como hm- -=lim —= 0 

ti n 11 //->x // //—»x /7 


Luego por el teorema 1.8, se tiene: lim —- = 0 

n —>x // 


Ejemplo.- Demostrar que: lim Va" + = 6, 0 < a < b 

//—>x 


Solución 


Como 0 < a < b => 0< < 6" => b'\ < ci" + 6" < 2b" => b < \ja" +b" < y¡2b 

como lim b = lim y¡2b = b , entonces por el teorema 1.8 se tiene: 

n —>x //—>x 


lim \la" +b n = /? 

>x 


1.5.5. TEOREMA.- (CRITERIO DE LA RAZON PARA LA 
CONVERGENCIA DE SUCESIONES).- 

Sea {S,,} > una sucesión de números reales. 


Si lim '' 1 

/i—>x A 

i * 


<1, entonces lim S n = 0 y por lo tanto. La sucesión , 


/i—>x 


es convergente. 


Demostración 


Por hipótesis se tiene: lim —-— < 1, sea r un número real, tal que: 

;/—>x S 


lim 

Vi 



*s«-l 

< r < 1 

=> 3 N > 0 / lim 

n —>x 



//—>x 
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Sea p e Z f / p > N => 


< r => S /5+1 < r S p , de donde: 


S p+ 2 , < r S p +\ < r S p 5 en general se tiene: 


*5* p+k <r S p , de donde: -r S p <S p+k <r S p , 


como 0 < r < 1 => lim r = 0 (teorema 1.7) 

A' —>X 


Luego lim-r A S = lim r A S =0 y por el (teorema 1.8) se tiene: 


A'-+x 1 /?l A^o \ p 


lim S n+k = 0, por lo tanto: 


A->x 


lim S„ = 0 


Ejemplos.- Demostrar que: 


5" 

lim — = 0 

/;->x n ! 


Solución 


Sea 

s„ = 

5" 

— => 
n\ 

C _ 

5 n+] 


(n +1)! 




5" +l 


lim 

II —>x 

s„ + , 

= lim 

n —>x 

(w + 1)! 

5" 

= lim 

11 — > X 




n\ 



, entonces por el criterio de la razón: 


w!5' 


= lim-= 0 < 1 

n >x n + 1 


5" 

lim— = 0 


/?->x /7¡ 


Luego por el teorema (1.9) se tiene: 


Sucesiones 
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lim—= 0 

/?—>» y 1 


Solución 


Sea S ,=— => 


s „ + 1 = - entonces 


lim 

^//+! 

= lim 

(/i + l).3 w 

//—»x 


/>->x 

n.3" +l 


« + 1 1 

= hm-= - < 1 

;?->x 3 n 3 


© 


Luego por el teorema (1.9) se tiene: lim — = 0 

n —>x y 1 


n * 

lim ~ - 0 

rt-»X n " 


Solución 


Aplicando el criterio de la razón para sucesiones convergentes. 


Sea S . 


(/? + l)! 
(« + l)' ,+l 


>,,+i =--, entonces: 

, i\«+i 


lim 

n—>oc S 


= lim 

//—>x 


(/> + !)! 
(» + l)" +l 


.. n"(n +1)! n x „ 

lim--— = lim (-)" 

/?—»X (« + l)" +l .« n +1 


-lim— 


= lim[(l + -—~) -(/ ' +l) ]~ (, ' +n = e — «+i ^e~ ] =-<\ 

n —>x /? + 1 


Por lo tanto por el teorema 1.9 se tiene: 


n * 

lim — = 0 

n—>ao fj n 
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1.6 SUCESIONES DIVERGENTES.- 

Se ha dicho que una sucesión es divergente cuando no tiene límite, esto puede 

ser, divergente a + x ; a - oo u oscilante. 

■*.. / 

V 

a) DEFINICIÓN.- Sea {S n } , una sucesión, diremos que: S n -> 4 -x, 

cuando n —> qc, si para todo M > 0, existe N > 0, tal 
que: S n > M , V n > N 

Ejemplo.- Probar que lim 3~' 7 = +x 

w—>x 

Solución 

VM>0, 3N = ? (que depende de M), tal que: 

3 2 " -1 > M => (2 a7 — 1) ln 3 > ln M , es decir n > f 1) = N 

2 ln 3 

b) DEFINICIÓN.- Sea {S w } w>1 , una sucesión, diremos que: S n -> -x , 

cuando n —» oo, si para todo M > 0, existe N > 0, tal 
que: S n < -M , V n > N 

Ejemplo.- Probar que lim 1 - 2/7 = -ce 

//—>co 

Solucem 

V M > 0, 3N = ?/ l-2n<-M => n> = N 

2 


Luego V M > 0, 3 N= /1 - 2n < -M, V n > N 

2 


Sucesiones 
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c) DEFINICIÓN.- Si la sucesión diverge, pero no a - oo, ni 

a + x, y además toma valores positivos y negativos en 
forma alternada, diremos que la sucesión [S n } , es oscilante. 

Ejemplo.- La sucesión |(-1) /? J , es oscilante, pues la sucesión es 

-l, 1,-1,..., si n es par lim(-l) f? =l y cuando n es impar 
iim(-l)" .= -1, Luego ¿f lim (-l)' 7 , por lo tanto, no es convergente; pero 

n —>oo /; -vx 

tampoco diverge a +oo, ni a -oo, por lo tanto, es oscilante por definición c). 

1.7, SUCESIONES MONÓTONAS Y ACOTADAS.- 

a) DEFINICIÓN.- Sea {S n }^ >{ , una sucesión, entonces: 

i) Si S n <S n+l , V n > N =^> la sucesión es creciente 

ii) Si S n+] < S n , Vn> N => la sucesión {5 w } w> . es decreciente. 

A una sucesión que sea creciente o decreciente le llamaremos monótona. 

OBSERVACIÓN.- 

Si S n < S n+[ -■> diremos que la sucesión es estrictamente creciente. 

Si S n+[ < S n diremos que la sucesión es estrictamente decreciente. 

Ejemplos.- 



Determinar si la sucesión {-} /? >, es creciente, decreciente o no monótona. 

2/7 +1 


Solución 
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12 3 4 tí ti +1 

Escribiremos los elementos de la sucesión ~ 7 > “ r > •••> 

3 5 7 9 2/7 + 1 2 n + 3 

Se observa que los cuatro primeros elementos de la sucesión van creciendo 
cuando n crece. 


En general tenemos: 


n ^ n +1 
2/7 + 1 2/7 + 3 


...d) 


La desigualdad (1) se verifica si encontramos otra desigualdad equivalente en 
al cual podemos afirmar que es valida. 


Así por ejemplo en la desigualdad (1) podemos escribir 

2 ti 2 +3/7 < 2n 2 +3/7 + 1 


...( 2 ) 


La desigualdad (2) es valida porque el miembro de la derecha es igual al de la 
izquierda mas uno, por lo tanto la desigualdad (1) es valida. 

Es decir: S n < S n+] , luego la sucesión es creciente. 


© 


Determinar si la sucesión es creciente, decreciente o no monótona. 

tí 


Solución 


.,1 . 1 1 1 11 

Escribiremos los elementos de la sucesión {— }„>i, , i 

n 2 3 4 n n +1 

Se observa que los cuatro primeros elementos de la sucesión van decreciendo 
cuando n crece. 


J_<l 

n +1 n 


En general tenemos: 


• • • 


(i) 
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La desigualdad (1) escribiremos en otra desigualdad equivalente para ver su 
validez. 

n<n+l ...(2) 

La desigualdad (2) es validad porque el miembro de la derecha es igualdad al 
miembro de la izquierda mas uno, por lo tanto la desigualdad (1) es valida. 


Luego < S n , entonces la sucesión es decreciente. 

b) DEFINICIÓN.- Al numero A le llamaremos cota inferior de la 

sucesión {S /7 ) w>] si A < S n , V n e Z + , y al numero 

B le llamaremos cota superior, si S n < B , V n e Z + . 

Ejemplos.- 



En la sucesión {--, una cota inferior es c^ro, cuyos elementos 

2/7 +1 


12 3 n . r . 1 

son: otra cota inferior es -, en general una cota 

3 5 7 2/7 + 1 3 


inferior es menor o igual que - . 

3 



es una cota superior, en general cualquier 


número mayor o igual que 1 es cota superior. 


c) DEFINICIÓN.- Si A es cota inferior de {5 w } w>j y A > C para toda 

cota inferior C de {S w } /?>1 ; entonces A ser llama la 
máxima cota inferior de f ) , . 

{ n > n> 1 


Eduardo Espinóla Ramos 

Si B es cota superior de {S n } n>] y si B < D para toda cota superior D de 
{S „} , entonces: B se llama la mínima cota superior de {S n } n£ ,. 

f 

d) DEFINICIÓN.- La sucesión {S n } n>] diremos que esta acotada, si y 

solo si, tiene cota superior e inferior, es decir: 

\S k \ < k , V»eZ + . 

Ejemplo.- La sucesión {—}„>! es acotada. 

n 

TEOREfSl 

Sea {S n } una sucesión, entonces: 

i) Si {S„} /?>1 es creciente y acotada superiormente, entonces } w >j es 
convergente. 

ii) Si {S w } es decreciente y acotada inferiormente, entonces {S n } n ^ , es 
convergente. 

Demostración 

i) |5 /7 } , es acotada superiormente, por hipótesis a = mínima cota 

superior de {S w } , dado un número s > 0, se tiene que a s, no es 

cota superior de {S,, } /7>1 » pues a - s < a y a es la mínima cota 

superior de la sucesión como a - 8 no es cota superior, 3 un número 
entero positivo N > 0, tal que: a - s < S n , V n > N ... (1) 

Tenemos S n <a, VneZ + ... (2), a es la mínima cota superior. 

Si S n < S n+ , , V n > N ... (3), ( {S n es creciente por hipótesis). 
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Luego S n < S n pero n > N .... (4), 

De (1), (2), (3) y (4) , se tiene que: a - 8 < S n < S n < a < a + c 
siempre que n > N => {£„} >j es convergente y su límite es la mínima 

cota superior. 

ii) La demostración es similar que (i). 

_ r 

OBSERVACION.- El teorema establece que toda sucesión monótona y 

acotada es convergente. 

1.9 TEOREMA,- 

Toda sucesión convergente es acotada. 

Demostración 

Para demostrar que: S n < k , V n 

Sea , una sucesión convergente y sea L su límite, es decir: 

lim S n = L <=> V s > 0 ,B A r >0/«>iV => 

tenemos: S tl - L < e , V n > N 

S n =S n -L+L => S n < S n - L + |l| < £ + |¿|de donde: S n <£ + |¿|, Vn>N 
S ]9 S 2 ,...,S N ,S N+ j... acotada por s + \L\. 

Sea k = max |5,¡, \S 2 1, |S 3 |,...,|S W |, e+ L j, luego se tiene: S n <k , V n. 
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1.10. SUCESION DE CAUCHY.- 

a) DEFINICIÓN.- Sea {S„ } h>| una sucesión, se dice que es una sucesión 

de cauchy, si para todo £■>(), 3 N > 0 / m > N, n > N 
entonces S,„ - S„ < e. 

Ejemplos.- 


© 


La sucesión {—}„>, es de Cauchy. 

n 


En efecto: V e > 0, 3 N = ? / Vm>N, n>N=> | S m - S n \ < e 


i) Si m = n => I S m - S n I =-= 0 < s , Vn. 

m n 


Si m > n => I S m -S n = pero debe cumplir que: 

1 m n n m n 

I S -S < s => — <¿7 de donde: n> — = N % (m > n > N). Luego 
1 m " n £ 

bastará tomar N ~ — . 

2 


. „ 11111 C C / . 

iii) Si n > m => 5 -5 =-=-< como S m S n < ¿\ 

1 m n rn n m 

entonces: — < s => ni > — — N . Luego bastará tomar A = (n >m>N). 
m £ 8 


© 


La sucesión {—— } ;| >| , es de cauchy. 


En efecto: V 8 > 0, 3 N - ? / n, m > N => S m -S n < £ 
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| S m -5„| = ——= ---i , se reduce al ejemplo anterior, luego bastará 
m n m n 

Xí 1 

tomar N - —. 


1.11. TEOREMA.- (FÓRMULA DE STIRLING).- 

Demostrar que para n grande: n ! = yflxn n"e~” aproximadamente. 

Pe mostración 

Por definición de la función GAMA, se tiene: 


r(w + l)= I x n e 'dx 


e nlnx ~ x dx 


...( 1 ) 


La función n L„ x - x, tiene un máximo relativo para x - n (queda como 
ejercicio probar). 

Haciendo la sustitución x = n + y en la ecuación ó). 


r(n + l) = e' 


v)-v 


r //ln/H-//ln(I+~)-v 
e n dy 


Í c // 

e 

// r 


ln(l+—)- v 

" dy 


... ( 2 ) 


2 3 

X X 

También se conoce que: ln(l + .y) = y-+ : -... 

2 3 


... (3) 


Haciendo x = — , además y = \Jn v , se tiene: 


2 \ 
r -f-+A 

V(n +1) = rí'e " I e 2,1 3/r 


= rí'e 11 yfñ f 

J~\jn 


-sil, £ 


... ( 4 ) 
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Para n grande, una buena aproximación es: 


r(/i+i) 


n"e" 4~n f 


x !_1 
je 2 ch 


f ■ ClV / ^ // „ 

£? = y¡2xn 77 £ 


n -n 


...(5) 


Además f(n + l) = «! 


... ( 6 ) 


Por lo tanto de (6) en (5) se tiene: n ! - >/2 nri n e 


„ , , 

Ejemplo.- Calcular lim- 

//—>x /7 


Solución 


n e n yfl7cñ 1 .. 2 nP¡ 

lim — = lim-- - lim ^2tt n 

//->x n n->cc n € «~> oc 


__ ln2;r/7 , I , i 

= I ln :</2 ™ = I = 1 g'-” =-/’ = - 

e e e e e 


1.12. TEOREMA.- (CRITERIO DE STOLZ-CESARO).- 

Sea {«„)„>i y . dos sucesiones tal que: 

í) Si lim a„ = lim b„ = 0 y la sucesión ló„¡„ 2l , es monótona ó. 




/f—*oc //— 


ii) Si lim b n = +oc , y la sucesión {Z?„}„>i, es monótona, entonces: 


n-> oc 


lim — = lim a " +l = ¿ 
«-» 30 «-** o„+i - b„ 


ln(77!) 

Ejemplo.- Calcular lim — 
J »^ln(77 /? ) 
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Solución 


Sea 


a„ = ln(n!) 
b„ = ln(/í") 


a „ + 1 =ln(w + l>! 


b„+i - ln(« + 1)' 


lim = ]im f^±lZ3> = lim | n(» + | > ! - | nH! 

"-** "-» 00 ¿>„ + i - b n »->x i n( „ + ])" +l _ ln n " 


= lim 


in(^) 

ni 


(n +1) ln(77 + 1) - 77 ln. n 


- lim-^ 7 + 1) 

//—>x , ,/f + K , 

77.1n(-) + ln(/? + l) 

77 


= lim 


ln(l + 77 )" 


__ _ ln e _ 1 
lní + ln^ 1 


ln(l+-) + ln(l+77) /? 
77 


lim = I 

//->x ln(/7 /7 ) 


1*13. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


© 


Estudiar la convergencia ó divergencia de la sucesión 


5., = 


(2« + 5) 2 " + V~ 3 
(4n + l)” +2 (n + 3) 2 " 


S. = 


(2n + 5) 2 " +s n"~ 2 


(4« + 1)" +2 (w + 3) 2 " 


Solución 


(2«) 2 " +5 (l + --)2»+5 /? «-3 
___277__ 

(4/j)" + 2 (1 + ~—)" +2 « 2 ”(l + —) 2 " 
4 77 n 






Sucesiones 


í/7 6 + 


_ V¿/7 i-¡/ / TI \ / 3 7T \ / 5tT \ 

- lim —-rz-(/? + l) sen(-).sen(-).sen(-) 

(77+ i ) 3 \? + r w + r \ + r 


//->x 


iim - ~ n * 1 . lim (/; +1) ’ sen(—-).sen(-^-).sen(-^-) ... (1) 
(/7+i) 3 »->* «+r /j + r «+r 


V2/7 ( ’ + l I- 
liin-— = V 2 

' ? -> x (/? + !) 


... ( 2 ) 


Sea z =- => n +1 == — ; • cuando n -> oc, z —» 0 

n +1 z 


lim(7? + l) 3 

/ 7T > 

sen( 

).sen(-^-).senl 

( s ^.)= 

lim z 

/? — > X 

77 +1 

7 ? +1 

77 + 1 

z— >00 

1 • 

sen /rZ 

. sen 'brcZ „ 

sen 5/rZ 


= lim 

K - 

.3 k -.5/T 

= 15;r 


7zZ 

ZnZ 

5tt 


... (3) 


Ahora reemplazamos (2), (3), en o) 


lim Viñ 6 +1 scn(—).sen(—).sen(—) = 15^2+ 
"~» x 77 + 1 /? + ! n +1 


© 


Calcular lim n'[- f __ —--j 

,Í ' 40C sin 2 +3 +3 


Solución 


lim /7 6 [- 


#, “* 3C Vt 7 2 + 3 í//i ,, + 


]’" = lim «‘[ *=(l-^ = Z£)P 

«->« n¡ 2 «/„/; . -» 7 


n 2 

\n + 


77 + 


77 / / 77~ + 3 \ 

lim —- -C1-W-) 

( 77 " + 3) 3 V 77 /; + 3 




32 


Eduardo Espinoza Ramos 


2 I 2,i -Jültl - 3 „"l— 

n—>cc /7 -f 3 V 7? + 3 


- 3 i¡m/i , ¡n~ + 3 .. ln" + ~ + 3n" 

(l) 3 e +J = e , donde: lim n’’ -= Inri « --- 

77—>X V + 3 >x ^ + 3 


UV+ 3) .. /7 2 +3 

= lnn " -- lim [ 7 -— 

n n (1 -4- 3/7 ") 1 + 3/7 


i im i¿„(+±L) 


Ln (¡r +3)-Ln (1+3/j ' ) 


— p»+*n 1+3//” = g"*' 


= e = 1 


© 


Aplicando la regla de L’Hospital 

3Í>/// + 1 -\/w) 

Evaluar lim -pr 

/,_>x 2 í v /7 H- 1 — V/7 1 


Solución 


Racionalizando numerador y denominador 


lim 

//—>x 


3 1 ^s/tT+T - >/ñ J 3 


= — lim 


| a/t7 + 1 —yfñj 


- - — -— — lim -- - - i - 

2(V^TÍ-V7) 2 /, ~ >x i(y (/7 -)-1 )*■ + >//7 >/« +1 + >] rt 1 ) 


3 V/7 +1 ->/w 

= — lim , .= -—- / p= —pp 

2 /,_>x a// 2 2 + 2n + \ +\¡n 2 +n + yjn~ 


-lim 

2 «->* 


1 1 1 

\n 2+ n i+ n 

U- + A+3 3 Í> + - + 1 

77 A7“ V n 
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3 ^ 0 + 0 + 0 | 3 ^ 0 ^ ^ 

2 n/T+ 0 +-v/l + 0 +1 2 | + j + 1 

3(^71-^) 

lim——=r——- = 0 
,Mr - 2 ÍVm + 1-V/jJ 


1 

© Calcular el límite: lim n(a fl - 1 ), a > 0 


«—»x 


Solución 


Hacemos Z = Va-\ => y/a=Z +1 => -ina = ln( I + z) de donde: 


1 ln (l + z) ln a 

- —:-=> 77 = ——-- , cuando n —» oo <^> z --> 0, entonces: 

77 lna ln(l + z) 


lim n(a f1 - l) = lim— 7 - --- - - ■ z = ln lim--— 

-~>0 ln ( 1 + Z ) r-»0 

ln(l+ z) 


lna.-= ln a . 

\ne 


Limn(a n - 1 ) = ln a 


/?—»x 


(?) Estudiar la convergencia 6 divergencia déla sucesión {7^ ? } /;>I donde: 


(3/7 + 1)2 ( /7 + 7) /,+ 2 


(3/7 + (/7 2 +5)^)(t7 + 3) // 


Solución 


Para determinar la convergencia ó divergencia de la sucesión calcularemos el 
límite de T. es decir: 
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(3/7 -f- 1)2 (/7 + 7) ,,+ 2 (/? + 7) ,? V3w‘+lVw + 7 

lim 77 = lim — -——— -= lim - ===- 


/—+x /;—>x 


(3« + (» 2 +5)2)(/» + 3)" (« + 3 )'’( 3m + V« 2 +5 


lim(—)" lim 3 /3/ ' + 1 r ^- 
«->* m + 3 »-=♦* 3 n + 4n 2 + 


,1,7 

/;+3 4/; . 3 + — . 1 H- 

lim((l +-) 4 )" +3 .lim —- '? ; +■ ■ 

«-»* • n + 3 »->* 5 

3 + . 1 H-r 


lim-— VJ+Ox/ÍTÓ 4V3 

► / //tj - - - ■ - - — £/ 

3+vr+o 4 


Como lim T„ = —- <? 4 , por lo tanto la sucesión {/’„} , es convergente. 

//—>x 4 




2 - »~-i 

Calcular el límite lim (-^-) " 

"-> x «“+4// 


Solución 


2 , ” : -i 

lim ( y ~—) " 
/,->x f p+4n 


n~ +4/i (3-4w)/r-l 3-4/; /?'-! 

r ^ — 4/7 x-- - - lim-r—.- 

|j m [(l+_L-) 3-4/7 J ir + 4 n n = e »>',r + 4/i /; 

/;-»x //~ + 4 a? 


,343 

-1+—3-- 

n n~ n 


—4//' +3/; : +4/;-3 

hm- T~~r~2 - 

/; +4 /? 


e - ]+0 _ 1 

1+0 e 


2 ++1 1 

lim(- / ^-^—) " =- 
/;— >x 77 “ + 4ft ^ 


Sucesiones 


Calcular lim (eos—+ x sen — )" 


>x 


Solución 


Sea z = — de donde: n = — , Cuando n -> oo <z> z -> 0 

n z 


lim (eos + xsen ) — lim (cosz + xseri z)r — lim Ti +(cosz — 1 + vsen 

n n r-»x v 7 r—>x L v 


- lim[( 1 + (cosz-l + xsenz))cosz-l+xsenz] 


í/| cosr-l+.vsenr) 


.. cosr-l+.vscn r 
«.lim-- 


a. lim 

r >(l 


1-cosr sen. 

-+_v- 


- e <*<-0+*) _ ¿a* 


lim (eos — + xsen —)" = 


n— »x 


i 

(9) Calcular lim (l + n + n 2 )" 


»x 


Solución 


Aplicando la propiedad e ]na = ci 


.... In(l+/i+/r) . 1 + 2/; 

(. i\~ hm ln(l +//+//')" Um- lim- y 

lim (1 + n + n~ ) n = e n y ' =e"'* r n - e ■ !+«+//■ — e () = \ 


/;—+x> 


lim (l + « + «“)" = 1 


/;-+x 


© 


Calcular 


1 - eos" 
lim-— 

/;->x 1 

sen — 
n 
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Solución 


1 - eos" 
lim-— 

n —>oo 1 

sen — 
n 


= lim 


1 \ít 1 2 1 

eos— + cos — + eos — + 

_ ji __ n _ n_ __ 

' o 1 1 

2 sen — .eos — 

2 n 2 n 


.. + COS 


n-\ 1 


lim 

/;—> x 


~ 1 /. 1 9 1 n-\ 

2 sen" —(1 + cos — -feos** — + ...+ eos 
_ 2n _ n _ n _ 

2sen -'-.eos-- 
2 n 2/7 


lim sen — 

n —>x 2/7 


/. 1 ? 1 
(J + COS-1- COS ‘-b 

n n 


+ eos 


„-! 1 


COS 


_ Q (1 + 1 + 1 + ...+ 1) _ Q 


1 - eos" 


lim 


sen 


© 


1 / 5//“ 2 4 2/7 x 

Calcular lim —y-—--- ■ (-+ — + — + ...+-) 

"->* -v/l +9 a7 2 4 + 77 4 7 3/7 +1 


Solución 


En el presente ejercicio aplicaremos el teorema de la media aritmética. 


lim 


1 / 5/7 ~ 2 4 2/7 \ 

.-T— í-1-1-+ ... 4-) — 

„■> 4 + n 4 7 3/7 + 1 


77^0cJ 1+9/? 2 4 + 77 4 


5 n 2 ,. 1 /2 4 2/j x 

= lim . - 1 - lim -=== (— + — + ... + - - -) 

/i->°°Vl + 9/i 2 (4 + /i) n “Vl + V 4 7 3 ” + 
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= lim 


+ lim 


. 2 4 2/z \ 

(—i-K..4-) 

1 4 7 ^,, 0 . 7 7 


3/7 + 1 


«-»J 9 + 4(4 + i) 9+ 1 


//“ 77 


5 ,1 2 5 2 17 2/7 2 

¡— -+ —==.— = — + — = —, donde: lim-= — 

V9 + 0(0 + l) V9 + 0 3 3 9 9 //->X 3/7 + 1 3 


r_i n r / , ln(4w) *3 8 13 5/7-2. 

Hallar lim «/«(—-——... -) 

//—»x V ln(l O/?) 2 5 8 3/z-l 


Solución 


En el presente ejercicio aplicaremos el teorema de la media geométrica. 


/ ln(4/?) w 3 8 13 5/7-2 „/- ln(4/7) ¡~3 ~$13 5/7-2 

,im ?' htttt;—) -) = limvn——.lim"-.-.—...- 

"- >x y ln( 1 0 / 7 ) 2 5 8 3/7-1 /»->« ln(10/z) v 2 5 8 3/7 — 1 


(l).(l).- = -, donde: = lim V/7 = 1 y lim - - 1 
3 3 //—>x /?—»x ln(IOw) 


3 8 13 5/i-2 5//-2 5 

lim « ——...-= lim-= - 

n —>x V 2 5 8 3/7 — 1 «->oc 3/7 — 1 3 


+ 2 w ln2 ln3 ln(/7) x 

Calcular lim sen(2;r eos—)(-+-+...+-) . 

/7 ln3 ln4 ln(/?+l) 


Solución 


0 ln(/7) 

Sea a„ = -- 

ln(/7 +1) 


ln(/7) /7 +1 

//>// íZ /? = //>77 —-= ///77 -= 1 

w —>90 . a?—> x ln(/7 + 1 ) //—>x 77 


en el cálculo de este límite aplicamos el teorema de la media aritmética. 
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, 2. An2 ln3 \n(n) . 

lim n sen( 2 n eos —). (-+-+...+-) 

n ln 3 ln4 ln(/z + l) 


/ 2. 1 ( ln 2 ln 3 ln(/7) . 

lim /7sen(2/r eos—) —(-+-+...+-) 

n-+o o n n ln3 ln4 ln(/7 + l) 


/ 2x 1 / ln2 ln3 ln(/j) >. 

lim n sen( 2n eos—) lim — (-—~ + -——-—) 

n— >x /7 n— >x /? ln 3 ln4 ln(/7 +1) 


...( 1 ) 


Ahora calculamos cada uno de los límites. 


1 , ln2 ln 3 ln(/z) x 

= lim — (-+—— +...+-) = 1 (por el teorema de la media aritmética) 

n->o o n ln 3 ln4 ln(// + l) 


2 2 

Sea z = — => /z = — , cuando n —> x => z —» 0 
n z 


2^ ,.2 ^ -2;rcos(2;rcosz)senz 

lim /zsen(2;rcos—) = lim —sen^zTrcoszJ = 2 lim- 

//—>oo a; r—>0 r >0 1 


/| 2 —>0 Z 


2—>0 


= -4tt eos (2 tc). 0 = 0 


Luego estos límites reemplazamos en (1) se tiene. 


/ 2 A/ ln2 ln3 ln {n) . 

lim sen(2;r eos—)(-+-+...+-) = (0)( 1) = 0 

n—>o c n ln3 ln4 ln(/z + l) 


A?—>0D 


!■ 


Calcular ^ = lim Y {n^+k 2 ) 2 


Solución 


v» 


Sucesiones 
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En el presente ejercicio aplicaremos el criterio de la suma de Riemann es decir: 


n 


f(x)dx = lim S' /(-).- 

¿LmJ n n 


n \ n 

A - lim N ' (/?" + k 2 ) 2 = lim 

//—>CC /7-»0C 


= lim 


n 

I 


/ 2 , , 2 JLmJ kit1 

/=i v " +A -=i .i + (-) 2 


■— =ln(jr + Vl + A' 2 )/ =ln(l+%/2) 


+ .v 


Hallar lim I(íg(-E.) + í g(^£) + ... + /g(^)) 

n >oo // 4/7 4/2 4// 


Solución 


Aplicando la suma de Riemann 


/? 

r 1 ^ x , ,2/T /7T 1 

lim-(/g(—) + /£(—) + ...+ /g(—)) = hm > /g(-).- 

«-»«> n 4/7 4/7 4/7 /i-*x 4/7 77 


, /g—(¿»r = -—ln Icos—| /' 

.1 4 ;r '4/0 


4 \¡2 4, x/2 2 

—[ln-ln 1] = —ln— = — ln2 

k 2 ti 2 n 


.. \ , k 2k tur 2 , ^ 

lim -(/g— + /g— + ... + ¿g—) = —ln2 

»->« /? 4/2 4/7 4/7 K 


40 


Eduardo Espinoza Ramos 


1 2 /? 

Calcular lim —[ln(a + —) + ln(c/ + —) + ... + ln(¿7 + —)], a>0 

/;->co n n n n 


Solución 


Aplicando la suma de Riemann. 


lim — [ln(¿z + —) + ln(a + --) + ...+ ln (¿7 + —)] 
«-»*? n n n n 


V 1 / i f 1 

= lim > ln(¿^ n—).— = I ln(<7 + x)dx 
a;->x Z —4 n n Jj 


...O) 


Ahora integrando por partes se tiene: 


Sea 


u = ln(a + x) 
dv = clx 


x +a 


v = x 


X I ci 

ln(a + x)dx = x ln {a + x) - — : — dx = x ln( a + x) - I(1- )dx 

. x + a J x + a 


- x ln (a + x) - x + a ln (x + a) = (x + a) ln (x + a) - x ... (2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


1 1 2 

lim — [ln(fl + —) 4- ln(<7 + —) + ...+ ln(¿z + 
>/->x n n n 


-)] = f ln(a 

n Jb 


+ x)dx 


[(x4-¿/)ln(Y + r/)-.Y] j = ((a + 1) ln (a + 1) - 1) - (a ln a - 0) 


= (a + 1) ln (a*+ 1) - a ln a - 1 


Sucesiones 


© 


500 500 ' ,500 

Calcular lim[~——— +—-— + ...-!--- : 

,,_>oc (n +1) 5 (/7 + 2)^ (n -l- /?)* 


Solución 


Aplicando la suma de Riemann 


500 ,500 500 

.. r n n n 

lim [-rrr- 4-rrr + ... 4-- 

//—>x (/? + l) 501 (w + 2) 501 (n + ny 


. 501 ,501 501 

.. r n n n 

lim [-r-~ 4* - — + ... + -- 

n —>x (/! + I) 50 ' (77 + 2) 501 (77 + 77) 


(/7 + 77) 501 77 


= lim [(—^—)5°° +( _ü_)501 + o. L l 

«-»<* 77 + 1 77 + 2 77 + 77 77 


lim[---1---1" • ••■+-] 

//->od (j _j—1_) 5 ° 1 (1+ f)501 (1 + ")50. 

77 77 77 


lim 

n— »x 


V - ' 1 _I_ \_ f 1 _ dx_ 

“íixL 501 11 J) (-v+iy 


” 0 +-) 

77 


500(.v+ 1) 


i_/' = 

x + 1) 500 7 0 


-i-(— 

500 2 500 


© Calcular lim a n , donde a n es dado por: 

/;->x 


a n = 


1 + 20/r . 2 + 20/t 

ln(-) ln(-) 

77 _ 77 

1 + 2Ü77 2 + 20/7 


+ ... + 


ln(21) 
n + 20 n 
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Solución 


Aplicando la suma de Riemann se tiene: 


lim a „ = 


>x 


, l + 20 n , 2 + 20 » 

ln (-—> ln( "V“ ) ln( 21) 

lim [-- 1 -f... •+-] 

/í->x 1 + 20 n 2 + 20// /7 + 20/7 


ln (20 + —) ln (20 + —) ln (20 + ~) . 

= lim [- ■*- + - + -—]- 

,,->x 20+ — 20+- 20+ — n 

n n ' /7 


" ln (20 + -) H 
- lim V-4-= | 

/;->x i J) 


20 + — 
77 


ln (20 +a) 
20a 


ln ~ (20+ ----/' = —[ln 2 21 -ln 2 20 ] 
2 / o 2 


/. lim a n = — [ln 2 21 - ln 20 ] 
/7—>00 2 


© 


! 2 
3 ~ ó ~ 

. ( sen—)e n ( sen—)e n 

Calcular lim —[-—— +-— + .. 

n —>oc fj 1 2 

sen — Sé 77 — 

77 77 


(sen—)e n 

.+—*—] 

Sé7l(~ ) 
n 


Sea £/„ = 


Solución 


1.2 w 

3 - 6 - , 77 - 

(sen—)e" ( sen—)e n ( sen—)e" , 

[ - ” -+ - +-*-]- 

1 2 t n \ rl 

sen— sen— sen(-) 

n 77 77 



^e/?3(—)é >// 


a n = y '-——, ahora tomando límite. 


uj / 77 

i'=l ^77 - 
77 


V 1 sen \ ) e " i f 1 

■“ e„„i n J) sen - v Jb sen x 


lim ( 3 /; = lim 

//—>X //—>X 


7=1 S<?/7 


í- 


¿/a - I Asen “ A.e c/a 


Í w '- 4 Í-+ 


eos 2 a) 


= e x dx + 2 jT eos 2a dx = [e x + (<?' v eos 2a* + 2e x sen 2a)] j 


= -(5e-l + 2e eos 2 a + Aesen 2 a) 


Verificar que: 


Hm[ 


+ ... + 


n >x ] 2/7 + 2 / 7 *"" 4+ 4 / 7 + 2 / 7 2 n 1 +2n(n) + 2n 2 


T ] = arctg(-) 


Solución 


O 77 . 77 77 

Sea a n - - h-— + ... + —- 7 

1 + 2/7+ 2/?" 4 + 4/7 + 2/?~ 77 “ + 277 ( 77 ) + 2/?“ 


Dividiendo entre 77 “ al numerador y denominador 
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=[ ■ 2 r + 


.21 _ - . 2 . 4 

2 h 1—— 2 + 2(—) + — 

w //" n n“ 


1 i 1 

+ ... +-r]~ 

* . //, n~ n 

2 + 2 n{-~) H—r- 

n n“ 


r 1 1 
cl n t i i 'y 

(—) 2 + 2 (—) + 2 (~) 2 + 2 (—) 4-2 
/? n n n 


4-... 4- 


(”) 2 + 2(—) + 2 " 
A? II 


... y<_— l_ 
,1 ,2 , ' 


/=i 4-2( -) + 2 

/7 n 


).— , ahora tomamos límites: 
n 


lim = lim 


n 

Z7 


//-»oo // —►x J v2 / 


Zi (—) +2(-) + 2 
// n 


1 _ f 1 ¿/x 

n J) a' - 4- 2 : 


4- 2 a * + 2 


(jr + ir+1 


--= arctg(x 4 - 1 ) j = arctg! - arctgX = arc/g(^) 


NOTA.- 


z = arctg 2 f /g z = 2 
=> 

y-arctg 1 Ug,v = l 


. tgz — tg y 2 — 11 , .1 . /1 \ 

tg(z-y) = -r -— = 7— = T = «(^-v) = - => z-y = ^g(-) 

1 + ^^z 1 + 2 3 3 3 


= arcíg 2 - arctg 1 = arctg 


© 


Probar que: lim (—h -K.. + —) = ln2 

n- 4 * /7 77 +1 2 n 


Sucesiones 
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Solución 


r A 1 1 x _ r r , 1 1 i 1 

lim (—i-4-...4-)— lim [14— i-] — 

«->« n n +1 27/ 1 | ^ n n 


' . 1 r r 1 1 1 i 1 

= lim —+ lim [--4-—— + ... +-]- 


//—>x 77 n —>oc 12 

1 _) j 


_]-L = 0+ lim V 

/? n I1-+* jímmJ , / /¡ 


^ 1 + ' ” 
n 


= | n ( y + L)y/ = ln 2 ~ 


In l — ln 2 -0 = ln 2 


,.11 1 1 v , „ 

lim (—i-i - -h... *i-) — 1 n 2 

>/-»x n n 4-1 z/4-2 2// 


Calcular lim(—-—4-———-4-... + —^-——~) 

,, ~ >x 77“ 4- 1 77*" 4" 2 ~ 77* 4-77" 


Solución 


r r n n 11 X r r 1 1 1 , 1 

lim [— -i— ~4-...4— —) — lim [-: i- - -K..4-]— 

//—>x //~ 4-1 n~ +2 ¿ 77 “ 4- 77 “ J -f(i -) 2 l +(-) 2 | + (^) 2 11 

77 77 77 


= lim 

>x 


V» 1 1 f* ¿Y / 

E-xrrliT7-‘' re «v 


”l + (-) 

77 


= arc/g 1 - arctg 0 = ~ - 0 = — 

4 4 


.. r 77 7? 77 /T 

■. lim [—7 —-4-——- + ...4-— 7 ] - — 

/ 7 -+x 77 “ _(_ 1 77 “ -4-2“ 77“ 4-77' 4 
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1. .2. K 

arctg(-) arctg(-) — 

Calcular lim(-— +-— + ...+-) 

1 + n 2 + n n + n 


Solución 


/ 1 \ / 2 \ K 

arctg(-) arctg (—) — 

lim (- Ü- + - 

«->* 1 + /? 2 + n n + n 


1 2 n 

arctg— arctg— arctg - , 

= lim[--5- +-- + ...+-*-]- 

1 + n 2 + n \ + — n 


1 f«g: 

-,^2.—7-r J,— 


/=! l+(“) 

n 


...( 1 ) 


Integrando por partes se tiene: 


u = arctg x 
dx 


du = 


dv — 


1 + A' 2 


1 + Y 


v = ln(l + .v) 


arctg x , , „ 

- dx = arctg x. ln( 1 + x 

1 + Y 


' 0 Jb 1+Y' 


= — ln 2- 
4 


ln(l + x) 
1+Y 2 


... ( 2 ) 


Ahora haremos x = tg 0 => dx = sec' GdO , para x-0; 0-0, x-1; 0 


ln(l + x) 
1 + A 2 


, f 1 ln(l + tgG) n jn 
dx = — f—^sec“ GdG 

Jb 1 + tg~G 




Sucesiones 


4 ln(I+7g6>) sec 2 0dQ = f* ln(1 + lg0)d Q 
! sec- 6» J, 


Como 1 + ¿g# = 


eos G + senG 
eos G 


71 

sen( - G) + senG 

émt 

eos G 


2sen — cos(— — 0) \/2 eos (~~G) 

4 4 4 


eos# 


eos# 


Í ln(l + ; 

1+.Y 2 


_ í 4 1~/1 . I 4 U, 4 


c/y = I ln( 1 + /g G)dG = 


r T V 2 COS(~ - #) 

Pin-á- ¿q 

Jb eos G 


j^ 4 111 V 2 dG + jp ln(cos(~ - G))dG - J | 4 ln eos G d G 


— -dx = — ln 2 + P \n(c6s(~~G))dG- P ln(cos G)dG 
1 + Y 2 8 i 4 J) 


... ( 3 ) 


Sea u- — -G => du =-d0, 0 = 0; a - — \ G- — \ u = 0 
4 4 4 


ln(cos(- G))dG 

4 


\n(cosu)(-du) = I ln(cosí/)¿/¿/ 


... ( 4 ) 


Ahora reemplazamos (4) en (3) se tiene: 


71 

——dx = + p ln(cos¿/)c/í/- 4 \n(cosG)dG = ...(5) 

1 + y 8 J) Jb 8 
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Ahora reemplazamos (5) en (2) se tiene: 


arctg x , tí zr ln 2 ;r, . 
- 2 — dx = — ln 2-= — ln 2 

1 + x 4 8 8 


...( 6 ) 


Por último reemplazando (6) en (1) se tiene: 


1 2 zr 

arctg — arctg — — 

.*. lim (-4- + ——- +... + -----) 

1 + n 2 + n n + n 


n ln 2 


Estudiar la convergencia de la sucesión {b n , donde: b n = yju^ .u 2 : ...u n " , 

P 

con =1-4—, calcular su límite si es convergente. 

n 

Solución 

Sea k = lim b n => ln k - ln( lim b n ) = lim ln (b n ) 


//->x 


n —>x 


//-»x 


ln k = lim ln ylu{ 1 ' .u" 2 = lim — ln(¿/¡'‘ .w“ 2 ) 

H- 4 X “ /;->x 77 


lim — [m, ln í/j + h 2 ln « 2 + ••• + **„ lnz/ /; ] 

/»—i>x /I 


1 "1 1 i'S 

= lim -[(1 + -) ln(l +-) + (1 + -) ln(l + -) + ... + (I + -) ln(l + -)] 
/;->x n n n n n n n 

= lim 'S' (l+—)ln(l+-).- = j(l + x)ln(l + x)r/x 

n-*co ¿mmd n n n Jfj 


(* + 0 2 ,_. x (-v + D 2 ,/ 1 


ln k = I (1 + x) ln(l + x)dx = [—-— ln(l + x) 


>/.- 


= 21n2 — 


Sucesiones 
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ln k - 2 ln 2 


2 ln 2—— -- 

k-e 4 = 4e 4 


lim du"' m“ 2 - 


n —vx 


] -- 

Calcular lim — y¡(an + b)(an + 2n)...(an + nb) 

/;~>x ¿7 

Solución 


Sea b n = ~ y(an + b)(an + 2b)...(an + nb) 
n 


b 2 2 

b n = " (a + —)(a + — b )...(a + —/>) 
V n n n 


1 / O 

ln(Z> /7 ) = — [ln(a + —) -f ln(¿/ + — b) + ... + ln (a + — b)] 
n n n n 


n n 

ln (b n ) = j ln (a -4- — b)— , tomando límite lim ln (b n ) = lim / ln(r/ + 

LmmJ n n ' 11-tf jLmJ 

Í=1 1-1 

ln(lim b n )= j ln(¿/ + bx)dx = [x ln(¿/ + bx) -4- — ln(r/ + bx)-x] j 
J) b f o 


ln (a + b) + ~ ln (a + b)-\- — \ná -ln (a + /?) + — ln( - -- — --) -1 
b b b a 


1 a + b „ _ 1 {a + b) ( a -4- b ) 

- [Ha + b)"+ ln(-)" ] -1 * - ln(------) -1 
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lim ln (b n ) = ln 


(a +jb) 1 




a b 

a .e 


lim b n = !¿ 

n —>x V 


\ a“.e h 


(a + b) h 


a h .e 


„ , , r a a (i a 
Calcular lim eos—.eos—.eos—...eos — 
n —>x 2 ? 2 ? 3 * T 


Solución 


Sea sen 2a = 2 sen a.cos a cosí/ = 


sen 2 a 
2 sen a 


eos —.eos —.eos—...eos — 
2 2 2 2 3 2 " 


<7 a a 

sen- sen— sen-— 
sen tí 2 2 “ 2 

^ « ’*» a \ a \ a 

2 sen— 2 sen— 2 sen— 2 sen — 

i i 2 ? 3 y' 


sen a 


2 " sen 


.. a a a a sene/ 

lim eos —.eos —.eos —...eos—= lim- 

//—>x 2 2“ 2 2" a 

^ 2 sen — 


...( 1 ) 


Sea Z 


a 2" 


, cuando n —»°c <=> z —> 0 


sentí .. z sen 

lim-= sen tí. lim-= — 

tí ~->o a sen z tí 

2 sen — 

2" 


sen a ,. z 
-lim — 


z sen// sentí 

i-=-(1) =- ...(2) 

o sen z tí tí 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


Sucesiones 


.. a a a a sentí 

lim eos—.eos —.eos —...eos— = —— 

2 2 2 2 3 2" o 


Calcular lim k (l-tg 2 —) 

/;—>r /=! 2 7 


/;—>r /=1 


Solución 


^ - i -> cos~ x — sen” a* l-tg~.v 

Sea eos 2x = cos“ .r - sen x = --— = -—— 

sen ~ x + cos~ x 1 + tg* x 


eos 2 x = 


l~tg-x 


7 eos 2x 


|— = (1 - tg" x) eos x , de donde: 1 - tg" x = — 

¿ x eos "x 


lim ^- (l-tg 2 ^-)= lim (l - tg 2 ^)(l - tg 2 —-)...(l - tg 2 ~) 

»->x/=i 2 «->x . 2 2“ 2 


= lim ( 


tí 

cos¬ 
eos tí 2 


//—>X ? tí 7 tí 

eos"— eos" — 


eos(—-) 

2 |M ) 

2 tí 

eos" — 

2 " 


lim 

//~»x 


eos tí 


cos(-~)cos(^)...cos 


= eos .tí. lim 


lim —-—. lim--— 

/;—>x tí w-*x tí tí 

eos— eos —eos —. 
2 " 2 2 2 


= COS.tí(l)(———) = 


..eos 


sentí 


.. " /. *> tí \ tí 

lim ;r(l -tg“ — J =- 

„->x/=i 2 ; tgtí 


Calcular lim( t==L====- + ...+ . ) 

,/->x V 17 . I 7 ~ ' 17 ' 


n~ +1 + 


A? + /I 


Solución 


Este límite se obtiene acotando, es decir: 
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sumando 


Sucesiones 
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. .. 1 1 1 
.. hm-T====T + i 


V « 2 + 


n 2 + n 


@ Estudiar la convergencia ó divergencia de la sucesión {ó,, donde: 


í.- 2 (i) + 3(i) ! + 4(iy + .,. t( „ +1| (i)- 


Solución 


Sea S„ = 2(4) + 3 (i.) 2 + 4(--) 3 + ... + (« + l)(I)'' 
4 4 4 4 


Multiplicando por - a la expresión (1) se tiene- 

4 


i 5 » = 2( ^ )2 +3 ^) ?+ 4 (~) 4 + -+(»+ix^)" + ' 


Restando la expresión ( 2 ) de la expresión ( 1 ) se tiene: 

“ i* + O’ + (^) 4 ++ (j)’ - (»+o( j)" 1 

=H f( í> ♦<í> 2+ *■■■■- (jr i- (»+ o(±r 


í 5 » = Í +( í , 2[I+ 4 +( Í )2+ ' +( í ) "~ 2,_( ' ,+1)( í l " +l 


iv 




i-(4) 


-x 1 (,: , ,v 1 V'+i 


2 '4 


—]-(«+0(¿) 


5 =-+— rl(i_(ly—i)i 4 ( w +0 
" 3 12 3 V ■* 3 4 « + i 















# 


Eduardo Espinazo Ramos 


lim 5 „ = l im (l + l[l( 1 _(I)«-')]_líüll)) 
n >oc 3 12 3 4 '3 4" +1 


=-+—[- ( i-o)]--(o, =-+í-o»- 

3 12+3 J 3 3 9 9 


lim S„ = — 

»x " 9 

Estudiar la convergencia ó divergencia de la sucesión {S n } /f¿1 , donde: 

r " A 3 -l (2 3 -l)(3 3 -l)...(« 3 -l) 

" *=U 3 + 1 (2 3 + 1)(3 3 +1 )...(« 3 + 1) 

Solución 

s = ” A 3 -l __ ( 2 3 -1)(3 3 -1)(4 3 -l)...(w 3 -1) 

" *=2 a - 1 +1 (2 3 + 1)(3 3 +1)(4 3 + l)...(n 3 +1) 

_ (2 — 1 )(2 2 +2 + 1 )(3 — 1 )(3~ +3 + l)(4-l)(4 2 + 4 + l)...(fl-l)(ff 2 +/? + !) 

" (2 +1)(2 2 -2-t-l)(3-h 1)(3 2 -3 + 1X4 +1)(4 2 -4 +1)...(« + l)(n 2 -n + 1) 

Como n 3 - 1= (n - 1 )(n 2 + n + 1 ), (n + 1 ) 3 + 1= (n + 1+ 1) ((n + 1 ) 2 - (n + 1) + 1) 

= (n + 2 )(n 2 + n + 1 ) 

_ " A 3 — 1 _ 1 .23...{n -2)(/í 2 -n +1)(« - l)(n~ + n + 1) 

" *=2 A - 3 +1 9.4.5. 6 .7 ...«(« 2 -3w + 3)(w + l )(« 2 -/? + l) 

1.2.3.4.5...(w - 2)(/7 -1 )(// 2 + n +1) 1.2.3.(// - 2)(n - 1)(tT + n + 1) 

9 . 4 . 5 . 6 . 7 .../ 7(/7 + \)(n 2 - 3/7 + 3) 9.n(n + \)(n 2 - 3/7 + 3) 


lim rr A ' 3 -1 - lim 1 - 2 -3-(»-2)(ff-lX+ +n + \) _ 6 = 2 
»A 3 +1 «-» x 9./;(« + 1)(« 2 — 3n + 3) ^ 


Sucesiones 


lim 


H -1 

T* 3 -! 2 


n 

/. _ -> A 


"~ > x ¿+r/v +1 


3l) Calcular lim (— + -----^ ■+... + 


n —> x jj' 


// + 1 


Solución 


/r/7 + 1 (/l + l) 2 (/? + l)" ; 1^ K 

l, m ([__ + _-X- + ... + Í-—+ -] —) 


n -4 qo ^ 


.« + i /7 /2 


= lim([l + ^ + Í^ + ... + fc^]i-i) 

n >x /j /7 


lim [(] +(l + —) + (! + —) 2 + ... + (l + —)") 


1 V>\1 1 


>x 


« /7 


= lim ((l + -) - l)(l + (l + —) + (l + -) 2 +... + (l + -)" ) 


/J~>X 


lim[(l + —-l]- — = £- l- 0 = ?- l 

«->x n n 


//? + ! (/7 + l)~ (/7 + l)"\ 

. lim (— 2 ~ +- 3 — 


n —>oc ^ 




Demostrar que: lim-= 0 


/Í-+X 


Solución 


Aplicando el criterio de la razón para sucesiones convergentes 
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„ _rn\ 2 " +i .(n +1)! 

" n“ ^ " + ‘ (n + l)" +1 


2" +l .(/i + l)! 


S,,^ (/í + ir 1 , 2" + '.n".(n + \,i n" 

lim w> = hm -= lim-¡— = nm 2-— 

»->« (m* 2".n! »-»* 2"(n + l)" .n! "-»* (n + 1) 


= 2 1im(—)" =2 1im[(l + —L-r 1 '" 11 ] ' ,+l => 1 = -<l 

/>->x n -f l «->x n +1 <? 


2 w! 

Luego por el criterio de la razón se tiene: lim —— = 0 

n 


Ov , ,■ (n 2 -l)(n 2 -2X« 2 -3)...(w 2 -n) 

33) Calcular lim — -;-,— -;---- 

II—>nc (n 2 + l)(/r + 3)(/)' + 5)...(ir + <2/7 +1)) 


Solución 


(n 2 — 1 )(/i~ -2)(n~ -3)...(«“ -n) 
lim . ^ i i 

+ l)(n' + 3)(/r + 5)...(/r +(2« + l)) 


0-4x>-4)('-4)-(1-4) 
’“(h '"xi-Ixi-Cwh 2 "? 1 ) 

n‘ n «" n 


i _J?_ _«i _± 

p— bí [o- 4) 2 i h ’...p-4> m 

ir _ ir _ _n ___ 

1 . ir 3 - » : 2»-M 

[( 1 + Jf )- J ]7[ (1 + 3)3 ■■■ 
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lim—VÍ1+2+3+...+n) Him'^ii] -i , 

e‘" e '" 2,r e 2 -- 

lim(l+3+S-f...+(2«+l)) ~ n(n+ 1) ~ ~~ 

g'-‘ hm—j— e 


lini ( " 2 ~ 3 )-(» 2 -/ 7 ) _ e - 

x ~* r - (ir + l)(n 2 +3)(« 2 + 5)...(/i 2 +(2« + l)) 


^4) Analizar la convergencia ó divergencia de la sucesión {P n } ,, donde: 


Solución 


Sea A - lim P n - lim » /( )( )( )...( ) , tomando logaritmos en ambos lados 
»-»® )i->x v 1 2 3 n 


se tiene: ln A = lim 


ln (.) + > n ( ) + ln(") + ... + ln(") 
12 3 n 


Por el criterio de STOLZ. 


ln /4 = lim -!- l - 1 _ i _ n -ZL- 

«-** n" -(/;-l) 2 


ln(-r-)+ ln( -) +... + ln( ■’ ) 

(";) (”) rt 

1 2 n - 1 


2/7 -1 
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O o o „ o 

ln( )•(—,)•■( —TTr)¡ 1»( *-¡-) 

r; 1 ) r: 1 ) D *T:> 

, .• i 2 «-i « 

! = lim- = lim----- 

ii —2/i -1 «-** 2n -1 


Calculando el coeficiente -— se tiene: 

o 


''k ( n-k)\k\ (« — 1 — A)!«! _ n 

( n ~^) (»~0- (n-k)\(n-\)\ n-k 

k (n-\-k)\k\ 

Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


. Q 

'“‘■'‘o’ <) 

ln A = lim-.= lim — ; 1 n —- = lim "' 

/I-4X 2/7 — 1 n->x 2/7 — 1 /»-*oo 2/7 — ! 


= lim lne"-ln^ 


: i im —= lim---i. 

n->x 2/1-1 n-»x 2/7 — 1 


/7--ln2/r--ln/7 , , i 

_ Z _2_ 1 n = I =*in 4=i 


= --0 = - => 
2 2 


ln /4 = — ,de donde: A = e 2 =\[e 


2/7-1 
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Si b, 1, - — (2A n _j + 3) para n > 2, demostrar que la sucesión {ó„} ;jS . 2> 


converge. 


Solución 


Probaremos que la sucesión es creciente y acotada superiormente: 
a) Demostraremos por inducción que b n < b n V n. 

i) ps»n = 2 => by =4(2A| +3) = —(2 + 3) = — => b, < b 2 

4 4 ‘ 4 

ii) Supongamos que se cumple n’^Ti (hipótesis inductiva) b h < b h+l 

iii) Demostraremos que se cumple para n = h + 1, es decir, que se 
cumple: b M < b M , entonces: 


Como b h+i <b h+2 


1 , \ L 

=* 1 b n<-b M 

_ 1 , 3 I 

=> 2 b " + 4 < 2 b> ' 


i(2¿ ) , + 3)<I(26 / , +I+ 3) 


entonces b h+l <b ll+2 , cumple, por lo tanto : {b n } n2I es creciente, 
b) Demostraremos que es acotada superiormente ó sea b <2. 

n 


i) Sin-2 => b 2 = ~(2 + 3) : =^-<2, cumple. 
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¡i) Supongamos que se cumple b h < 2 (hipótesis inductiva) 

* 

Demostraremos que: b M < 2 es decir: 


b,. <2 => 2bi, <4 => 2b,. + 3 < 7 


-(26*+3)<-<2 => Vi <2 

4 4 


{*„}„>i es acotada, 
c) Calculando el límite se tiene: 


Sea b - lim b n => lim b n = lim — (2Z?„-i +3) 
rt—w-»x • »x 4 


6 = —(2 lim 6. +3) => 6 =-(26+ 3), de donde: b = \ 
4 n-**> 4 2 


lim b n = — 

«-»* 2 

NOTA.- Si . es una sucesión convergente entonces: 3a, tal que: 


lim a n = lim = lim a„_ 2 = a 


n-*x> n-*& n —>oc 


Si 6, = 2, b n = —(2¿) n _| +3), analizar la sucesión {/-„}„ al y si converge 
6 


calcular lim 6„ 


Solución 


6 ( =2, 6„ = -(2Vi +3). Demostraremos que se trata de una sucesión de 


(CAUCHY). primeramente observamos que: 
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7 * 

*2 ~b\ = t( 26| +3)-2 = --2 = —, entonces: 6,-¿.| = -.— 
o 6 6 3 2 

h - A 2|= -(2¿2 +.3)-^(26, +3) =^|¿ 2 -6j| => |6, -/,,( = J_.l 


fc-V.| = 7<2V,*3)-i(2V 2 +3) 
6 6 


115 15 


3^"-' ¿ »-2) 3 • 3 „. i ■ 2 ~ 3/1 ‘7 




Además \b„ -b \<|Vi ~b „| ; Vj > n +1 


Como lim ~ = 0, entonces V e > 0, 3 M> 0, tal que: —— 0 <í, Vn>M 
"-**>3 .2 y 


es decir -f- < c =3- 3" > —, entonces: 
3 .2 2e 


, ln(—-) 

n !n 3 > ln(—) => /; >-= M 

2c ln 3 1 


entonces : V n, j > M, tenemos de (1) y (2) , 




Por lo tanto, la sucesión (v} /l2l , es una sucesión de Cauchy y por 
consiguiente es convergente. * 


También que Vi "A <0 es decir, Vi <b „ entonces: {b n } >iS| es una 
sucesión decreciente. 
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Para calcular lim b , hacemos lim b„ - r , entonces. 

/J-+X 


r = lim b + 1 = lim ~(2b +3) - - lim b n + 
„-> T . " +l »-w6 3«-»« 


1 1 2r 1 

r = -r+—=> — = - 
3 2 3 2 


Entonces r = — 
4 


••• lim b„ = - 

w->« 4 


Determinar si la sucesión es creciente, decreciente o no monótona. 


Solución 


C„„ C -JL -S c = ^ +1 V n e Z + , n > 1, sumando n se tiene: 

■ sea ¿n - y, ^ J »+l 2" +1 ’ 


1 « n +1 . , 

2n > n + 1 de donde al multiplicar por — se tiene: — > que es 10 

mismo escribir en la forma: 

de donde: se tiene S n+[ <S„ V n > l,por lo tanto la sucesión ¡ 

2«+i 2 n 

{—} (ial , es decreciente. 

Probar la sucesión 72, 2, s¡2&¡2 . converge a 2. 

Solución 

A la sucesión dada expresaremos así: 

a, = 72 , a 2 = ■J2a'\ , « 3 = . = . n > '• 

Ahora demostraremos que la sucesión kki es decreciente y acotada 
superiormente por 2. 
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La demostración lo haremos por inducción matemática. 

0 para n =1, a , = 72 < 2 y a \ = 72 < fifi = o 2 

ii) Suponiendo que para n = h, a h < 2 y a h < a h ,, 

iii) Probaremos para n = h + 1 

°h+\ ~ \j2a¡, < 75 = 2 , pues 2a h < 4 (hipótesis inductiva) 

^ rt /i+! - 2 y a /)+ | - ^2 í/ (i < y¡2a ll+ . = « /)+2 pues 2a /( < 2« /l+| (hipótesis 
inductiva), entonces: a /(+| < « A+2 . Luego la sucesión {«„}„*, converge a 2. 
@ Estudiar la convergencia o divergencia de la sucesión definida por x, = 72 

l 

- Y «+i =(2 + v„) 2 , n e Z + 

Solución 

Sea ,V| = V2 

X \ = V 2 + 72 = y¡2 + X { 

x 2 = y ¡2 + \¡2 + 42 = y¡2 + a , 

.v„ = y¡2 + x„_ { . para n > 1. 

Ahora veremos si {.v ( ,}„ a| es una sucesión no decreciente y acotada 
superionnente. 
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Se observa que: x, = V2 < 2 

x 2 = \J2 + \¡2 < 2, donde: x, = sil < V 2 + V 2 = .v 2 

x 3 = ^2 + x 2 < 2 ,donde: ,v 2 = \¡2 + -Jl < \¡2 + s¡2 + \¡2 = x 3 

es decir, que: x, < x 2 < x 3 <..., luego {x n } nil , es no decreciente. 

Ahora demostraremos que es acotada superiormente por 2, probaremos esto 
por inducción matemática. 

Sea neZ + talque: x„ <2 y x„ <x M+] 

i) 1 6 Z + 

ii) Suponemos que h e Z + es decir: x h <2 y x h < x h+í . entonces: 

x h+l = y]2 + x h < V2 + 2 = 2 y x /l+ , = yfxl+\ = yj2 + x h < y¡2 + x ll+l = x A+2 

Por hipótesis inductiva, es decir: h e Z + => h + 1 e Z + esto demuestra 
que: {x„}„>|, es no decreciente y acotada superiormente, entonces es 
(x„ } HÍ| , es convergente. 

Sea lim x„ = a y desde que • v h+i “ + x n 

n —»x 

lim x„ + | = a => a = sj2 + a => a 2 -a-2 = 0 

ff— 

(a - 2)(a + 1) = 0 => a = 2 y a = -1 
Luego se torna a = 2 por ser sucesión de términos positivos 

lim x„ = 2 

»->X 
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Sea una sucesión en R, definida por: M| =l, 

m 2 = 2,...,«„ =— (u n _ 2 +«„_]), para n > 2. Estudiar la convergencia ó 
divergencia de la sucesión y en caso de convergencia halle lim 11 H . 

Solución 

Por definición de la sucesión }„>| se tiene 


«2=2 además u„ = -(“,,-2 + “„-0 


“3 =-("2 + “i) = -(2 + 1 ) = ^ 

"4 = ~( u i + ll i) = -(- + 2 ) = —^ 

1 / v 1/7 3^ 13 

u 5 =-(» 4+ u 3 ) = -(- + -) = - 

1/ y 1/7 13, 27 

« 6 =-( M3+ « 4 ) = -(- + _) = - 

1/ , ^ 1/27 13 x 53 

n 7 =-(« fi+ » 5 ) = -(- + -) = - . ... 


I"2 “«ii = l - |«3 "«ii = p - |«4 ~« 3 | = ~2 ’ l“5 -«4¡ = p- , |»6 -«s| « pT ’ 

l u 7 — M fi| = “T '•••’I u h+i -U J = - r = ~~ como lim — = 0, entonces, podemos 

1 2 5 2 2" «-«2" 

encontrar n tal que: — < e , entonces V n.j > M. 
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Tenemos |a„-a ; | < < e , liiego {a,, }„ sl ,es una sucesión de cauchy, esto 

es que V e > 0, 3 M > 0 / n, j > M. 

, , 2 , 

1 2 2 n( ^ 

\a„ - a, - <- - <£ => 2" > — donde: n ln 2 > ln — => n > —— = M > 0 

' " •'I 2"~‘ ¿r £ ln2 

por consiguiente {«„}„>, es convergente 

TEOREMA.- Si es una sucesión convergente, entonces cualquier 

subsucesión de la sucesión {«„ }„>, converge al mismo punto. 

Hallaremos una subsucesión de {«„} J|2I . 


«i =1- «3 =1+ T' “5 = 1+ T + TT’ u 2« + i = , + 2 


, 1 1 1 

= 1 H-1-— H—~ +... 4-- 


2 3 2 5 2 2 "” 1 




lim » 2n+l = lim (l+1(l- (-4")) = 1 + \ | 
w-+oc J 4 3 3 


Luego por la conservación anterior se tiene que: lim u„ = - 


La sucesión {;/„},, a , está definida como sigue: t/,=l, 

u 2 = yj5u¡ u n+\ =VH'’ analizar si {«„}„ 2 i> es monótona y acotada. 


calcular el límite si existe. 


Sucesiones 


67 


Solución 

Primero veremos si {/<„ ] es una sucesión monótona, como 
»i = 1, 1 1 2 = y¡5u^, i/ 3 = y¡5u 2 . »„ + | = y]5u n , entonces : 

H, = 1, u 2 = Js, » 3 = sjssfs, u A = \¡5y¡5sÍ5 es decir: u¡ < t¿ 2 < í¡ 3 < í/ 4 <... 

Luego la sucesión {;/„ } ( , aI es una sucesión monótona creciente. 

Ahora veremos si {</„ }„ £ i es una sucesión acotada, de la definición 
tenemos: u n >1, VneZ* además como : s¡5 <5 => sjl <25 => VW5 < 5 

=> 5s[¡ 7f < 25 => ylsjsj5< < 5 

entonces: u n <5, es decir: 1 < u n <5, V n e Z + . 

Luego {í/„}„>,es una sucesión acotada, por consiguiente la sucesión {«„}„», 
es convergente, entonces: lim u„ = 5 , pues la sucesión es creciente. 


También podemos calcular lim ¡<„, haciendo /- = lim u , y como 

n-¥9C h-+k 

“„+i = entonces lim i/„ +I = lim => r = Tór => r 2 = 5r , de donde: 

//—>x 

r — 0 v r = 5, entonces lim u n = 5, no puede ser cero (“0”) pues la 


sucesión es creciente y U n > 1, V n e 7, \ 



1 2 +3 2 +5 2 +... + (2;i- 1) 2 
»->® l 2 + 2 2 +3 2 +... + /J 2 
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Solución 


Para calcular este limite aplicamos el criterio de STOLZ. 


lim = lim U " = L 
b„ b n — o„_| 


a„ = 1 2 +3 2 +5 2 +... + (2/i- 1) 2 ^ [a,,., = l 2 +3 2 +5 2 +... + (2n-3) : 
b„ = 1 2 +2 2 +3 2 + ...+ / 1 2 \Vi = 1" +2 2 +3‘ + ... + (/i-l)“ 


a„ - a„_. =(2 n -1) ; b n -b„_ x - n " 


lim ^- lim „ m fciíl = 4 

r +2 2 + 3 2 + ... + /T «■-»* n- 


,. I 2 +3 2 +5 2 + ... + (2/i-l) 2 _ 

lim — 4 , 5 - 4 

„-»r. l- +2" +3' +... + /T 


Calcular lim 


1 + 4 + 7 + —+ (3n-2)/— t v , 


«-»x n + 7/i +1 


(eos —)" 


Solución 


1+4 +7+ ... + (3w — 2) ^_/ v 

lim-;-(eos—) 

«-+*' /j‘+7/i + 1 w 


1+4 + 7 + .'.. + (3n-2) / 

= lim-^-l> m ( cos ) 

H->* /7“ +7/7 + 1 B "* x 11 


Calculando li m 1 ^ 4 ^ ^ + ... + (3»-2 > (por el criterio de STOLZ) 
H-»X /T + 7/1 + 1 


a„ = 1 + 4 + 7 + .. , + (3/i-2) |«„_|= 1+ 4 + 7 + ...+ (3/i 5) 

b =« 2 + 7/1 + 1 [/>„_,= ir+5/1-5 
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.. 1 + 4 + 7 + ... +(3/? — 2) a a —a , ■s,. i t 

l,m -7- 2 --= lim^= üm^-^i = l iln i^ = 2 í2> 

*■** /r+7/1 + 1 «~*2/i + 6 2 

c t t 

sea z = — =>/!=-, cuando n -> oc, z -» 0 
« z 

/ t \ / . - I_/( cosr-l) 

lim (eos-)" = lim(cosz)-" = limf(l + (cosz-l)) cos --' 1 - 

«->« /i --->o _-_+cr J 

lim í(S5®£zi) 

= e -o £ „?., ... (3) 

Ahora reemplazamos (2) y (3) en (1) 


,* m L t 4 *^+ 3 ',-D (cos l ) ., ( 3 )() ,3 

»->x w +7n + l /i V 2 A 2 


(44) Analizar la convergencia ó divergencia de la sucesión {« h } h>| donde 


U„ = í'l 


30"+40"+...+ 600" 


Solución 

V n e Z + . 30" < 40", 40" < 50". 590" < 600" 

30"+40"+... + 600" ... 

- ~ - 58.v600 , donde: 58 es el número de sumandos 


/.ivw j30"+40"+... + 600" • 

600 < "/-< 600 v58" 


Luego según el teorema del encaje ( 1 . 8 ) se tiene : 


lim 600 = lim 600>58” = 600 de donde : lim + - + 600" _ 

"•+« »-*« «-+X.V n 


por lo tanto la sucesión {u n } n2 j es convergente. 
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•J 1 + 1' + s¡\ + 2~ +... + >J\ + n~ 

Calcular lim- 5 -- 

»-+» 3/r+5/?-2 


Solución 


a a = \/l + l 2 +n/i+2 2 +... + \l\ + n 2 ^ = Vl + l 2 +Vl + 2 2 +... + -Jl + (/7-l)“ 


h = 3//~ +5«-2 


, =3//' — /i — 5 


Ahora aplicamos el criterio de STOLZ. 


a n y a n~ a n-\ y >/> + «“ 

lim — = lim ——- 2 - 1 - = hm —-— = - 

/»-»x /7 w n-+* b n — b n _ 1 "-> x 6/7 + 2 o 


v/l + 1 2 +V1 + 2 2 


+...+ \ 1 + 11" 1 


3/i 2 +5/1-2 


Calcular lim — ln[(l + cos — )(l + cos—)...(l + cos )] 


Solución 


Aplicando Riemann se tiene: 


lim — ln[(l +cos—)(l +cos—)...(l +cos—)] - 
»->*j n n /1 n 

= lim —[ln(l +eos—) + ln(l+,cos—) + ...+ln(l +eos )] 

„-»* n n /I « 

»T 

= lim -7 ln(l + cos—ln(l + cos.v)í/.v -(l) 

n—>« /1 Z —1 n Ji 

/=1 

Ahora calculamos la integral ln(l + cosx)dx , mediante la introducción de 
un parámetro. 
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Sea F(a) - ln( I + a eos x)dx , derivando con respecto a a. 


iea F(a) = lni 

F\a)= f —— 
Jb l + «c 


-dx (integración de función racional de seno y coseno) 


Sea tg^ = z => dx = , eos.r = -—í— 

2 1 + 2- 1 + Z* 


para x = 0, z = () ; x = Jt, z->qc 


, f T eos xdx C' 

F(a)= i T7^=| 


. /l-z 2 -> I + z 2 

]+a (:— 2 ") 

1+2 


-*r 


(l~ 2 2 )r /2 

[l + 2 2 + a , (l~z 2 )](l + z 2 ) 


=-2 fj— 

Jo [l + cr 


(z 2 -\)dz 


Ji [l + « + (l-a)z 2 ](l+z 2 ) 

2 r (* 2 ->k- 


= _2 r (2 2 -i)& 2 r (z'-i^z 

J» (1±^ + z 2 )(1+z2) “«-1 I (z 2 +a :! )(z 2 +l) 
1 -a 



donde: a = 


calculando la integral 


f (z 2 -\)dz 

J(z 2 +« 2 )(z' 


(-- +«“)(z“ + 1 ) 


f (z 2 -\)dz _ Az + B Cz + D^ , 

J(z 2 +a 2 )(z 2 +1) Jv +Í/ 2 + 'z 2 + l j 


z 1 ~1 _ Az + B C z + D _ (^z + g)(z 2 + l) + (Cz+D)(z 2 + a 2 ) 


(z 2 +« 2 )(z 2 +l) z 2 +a 2 "z 2 +l 


(z 2 +77 2 )(z 2 +1) 
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-1 = A(z* + z) + C(z 2 + a"z) + B(z~ + 1)+ D(z +a ) 
= (A + C)z 2 +(B+D)z 2 +(A + a 2 C)z+ B + a~ D 


A + C-0 a 2 + , 

5+d= i ^ s “7n 
A + a 2 C = 0 |C = 0 

B + a 2 D = -l D = _2_ 

a 2 -l 

reemplazando (3) en (2) se tiene: 
f (z 2 -1)¿z _ a 2 +l f d: 2 f d: 

J(z 2 +a 2 )(z 2 +l) a 2 -1 J z 2 + a 2 a 2 -lJz 2 


a 2 +1 1 z 2 
: ——. - arctg-r— arctg z 

a - -1 a a a~ -\ 


Ahora reemplazamos ( 4 ) en ( 1 ) 

F\a) =-— [■-arctg- —f — arctgz] / 

1-a a 2 -1 a a a ~ -1 ' o 

2 r fl 2 +l i 2T 2 £ 

1-a a 2 -1 a 2 a 2 -1 2 

* a 2 +1 - 2a _ k . (a-l) 2 j 

1-a (a 2 -l)a l-a(a 2 -l)a 


71 r a -1 i 71 p y 1 -a i 

F (u) 1-a (a + l)a 1-a l+a + f l + a 

1-a VI-a 
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n (Vl + a - Vi -a)\/l-a 
1-a I+a + 7l + a\/l-ar 


_£_ f Vl + a-Vl-a ^ 

1-a Vl + afVl + a+ Vl-a) 


k /2(l-Vl-a 2 )^ _^l-Vl-a 2 \ k 

2\fr+a 

Ahora integrado F(a) = (;r— =JL^ )da + k = na-n arc.sen a+ k , para 

J x\-n 2 


calcular k hacemos a = 0. 


F(0) — 7t (0) - ti (0) - k — 0 => k — 0 , de donde: F(a) = u a - ji arc.sen a. 


F(a)= I ln(l + acos.v)í/v = ;ra-;rarcsena 


F(l)= I ln(l+cos.r)í/,r = ;r-;r(—) = ;r~-— 


Calcular lim 


l h + 2 6 +3 6 + ... + /? 6 


, sin usar Riemann. 


Solución 


Aplicando el criterio de STOLZ, se tiene: lim — = lim — —^zi. = ¿ _ donde: 

"-* x h n »-*«/>„-6„_, 

j a„ = 1* + 2 6 + 3 6 +... + n 6 í a„_,*= l 6 + 2 6 + 3 6 +... + (/»- 1) A 


= n 7 


V.=(«-0 7 
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lim ^ = lim = üm —-- - - / 3 „ , , , 

n-*x¡h n-** b n —b..[ ln^ — 2\n +35/7 -35// -1-21/7 -7/74-1 


„ 21 35 35 21 7 1 7-04-0-0 + 0-0 + 0 7 

^ + i 3 + 4 5 + 6 

n n n- n n n 


lim 


l 6 + 2 6 + 3 fi + ... + ?? h 1 


Demostrar que; lim 

«->X 


\ p + 2 P +2> p ±... + n p 


Si P >-1. 


Solución 


l p + 2 P + i P +... + n p 


,i ¡m [(i) p + (l)'' + - + (")'’]; 


«\/n 1 


»->* n n 




. l p + 2 p +3 p +... + n p 1 
hm - p7i - -~p+\ 

n -+oc n / t 1 


Sea a e R, arbitrario, ti (a) - l" +2“ +...+« .Calcular lim " 

" n-*x n u„(a¡ 


Solución 


!/„(«) = I a + 2 a +...+/?"' , entonces: % u n (a + 1) = l" 11 + 2'"' +3‘ ,+l +...+«“ 

n u n ( a ) = « 1 ° + nl“ +...+« 
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.. »„(« +1) .. l" +i +2 w+l +3" +l +... + /;" +l 

1111 TT - Im --i- • P ara a = 0 

"-►*«??„(«) «->* n \“ + ni + ... + /; 


.. 1 + 2 + 3 + ...+ /? /;(n + l) 1 

= lim- = lim ——= 

"-** /? + / 7 + ... + /; H-+X 2ir 2 


Ahora calculamos para a > 0 (aplicando el criterio de STOLZ) 


lim l 'n(“ + ') = Hm n„(a + l)-H„_|(a + l) 
”-* x ”»„(«) ?/„(«)-(«-!)//„_,(«) 


= , jm _ (1^1+2^'+ , + „‘'4i )_(!■'+ +r+ l + ... + {w _| ) «ti ) 

' (« I a + n 2 “ +... + /?./?")-((/;-1 ) l u + (/?-!) 2 " + ... + (/?-))(/?-!)") 


: üm —--- (nuevamente STOLZ) 

»-»*l 8 +2 ü +... + («-!)"+/?.«“ 


i?‘ ,+ '-(//-l) ,,+l 


*- fx (1 +2" +... + (17-1)" +w.n u )-(l" +2" +... + (;?-2)" +(«-!)(«-!)") 


, a > 0. 


Simplificando: lim + ^ ( a>U 

»-»*> /?//„(«) 2 


l + ¿>cos- 1 + ó eos — 

Calcular lim — [ln(-—) +... + ln(-((-)] 


n-tx /; /T 

I + a eos — 


1 + a eos 
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1 + b eos •— 

lim — [ln(-—) + ... + ln( 

" 1 + acos- 

n 


, nn 

I +OCOS — 


= lim — [(ln(l + 6 cos—) + ... + ln( 1 +¿>cos—))- (In(l +«cos—)+... +ln(l +o eos—-))] 
w —n n n 

= lim —[\ 'ln(l + 6 cos—)-N ' ln(l + «eos—)] 

/;—>x // ¿.■■j n * ^ H 

i=\ /= I 

w " 

Z //r k \T^ , , in ^ n 

ln(l + 6 cos—). : —lim > ln(l + «cos—).— 

/; /? »-»* •fc— 1 n a 


ln(l + 6 cos.v)í/.v- ln(l +acos.x)dx 


, /\ + \¡\-b 2 \ , /l + Vl-w 2 \ , + ^ 

— n !n(---)-írln(---) = - 7 ==) 

2 2 \ + sJ\-a- 


1 + 6 eos 


• lim —[ln(-—) + ... + ln(- B- 

„->*,? L \ /r' , 

1 + a eos — I + a eos — 

11 n 


1 + heos . r, 7 2 

-g-)]'-)Tln( 

Uí,,™— l+Vl -« 2 


1.14. EJERCICIOS PROPDESTQS.- 

I. Escribe los primeros cinco términos de la sucesión: 




® { 


(-1 r\ 


O) x 




Sucesiones 


© © n-M). 


H. Escribir la expresión para el n-ésimo término de la sucesión. 


© 1,4,7,10,... 


© -1,2,7,14,23,... ©|, i. 




® -L.±,±,± Cñ 1 1 1 1 

W 2.3 3.4 4.5 5.6 ’ . ^ ’ 1.3 ’ 1.3.5 ’ 1.3.5.7 "" 
UI. Usando la definición de límite (1.2) demostrar que: 


w »-»* 3/i + 2 3 


(7) lim —-— = — 

^ 2n +1 2 


© ,i m i±id0l = 2 

"->*5 + 3.10" 3 


© lim = 2 
»-** n + 3 


(T) lim k-k 


© l,mi^i = l 

»->x 5/j - 4 5 


© lim (2 + -——) = 2 


«->« n 


(7) lim - 7 - = 0 


I 

® lim 3" = 1 


10 ) lim ——— = 4 
^ «-*x2« + 3 


.. sen;? 
lim-= 0 


) 2 ) lim - 3w ,~ " ' =3 

' "->* /? +« + ! 


13) lim 

s -' 2 + 3;; 3 


(Í 4 ) lim (a + -ir-) = a 

^ n—>cc n ¿ 
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15) lim 


. l + 2 2 +3 2 +... + n 2 1 


«-*<*> ir 


Í6) lira V« + l - \fir- 1 = O 


"T2\ .. 5 n" + 8n +1 

17) lim-- = -5 

»->'-5 + 3 n-n 2 


Calcular los siguientes límites. 


® lira 4 

w »-»<*> 2n"+n 


© lira 


J (3-s[7i)(J7íT) 


n-*rc \ 8/? — 4 


(T) lim 


. 1 2 + 2 2 + 3 2 +... + « 2 


Rpta: - 


l 2 +2 2 +3 2 +... + n 2 


® lim + + — 

^ «->«, (1 + w )(2 + /7) 2 


lim (%/« +1 - \Jn + 1)^" 


Rpta: e> 2 


n + O\2n+3 


® li»(í±f) 

/»—♦co n +1 


Rpta: e 


© M^)' 


Rpta: sfab 


® lim(V« 2 +an + b -sin 2 +a'n + b') 

ii—krr 


( 9 ) limÍ2 + 3« 4 ) 


3+21n(«+l) 


Rpta: <? 
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© 

lira s¡n^~+an 2 -\jn } - an 2 

«->00 


Rpta: 

2 a 

T 


.. I 3 + 2 3 + 3 3 + ... + /? 3 
lim--- 

"-**■ 2« 4 + n -1 


Rpta: 

1 

8 

© 

jj m 1 + 3 + 5 + ... + (2/7-1) 2/7 + 1 
»->* 77 + I 2 

Rpta: 

3 ' 

2 

© 

..111 1 

lim — + -- + - + .... + — 

«->* 2 4 8 2" 


Rpta: 

f 

© 

lim | nsfct - 77 ) 

«—>00 v / 


Rpta: 

ln(or) 

© 

limü*-^ 

«—U 


Rpta: 

1 

© 

lim n 2 (eos—-l) 

n —> ¿o ti 


Rpta: 

1 

2 


(3/7 2 +l)(l-cos—) 




© 

lim n - 


Rpta: 

3 


(„ 2 -2)In(l + 4) 
n 


2 

© 

lim( ln(wa) )' nt "' 

«->* ln(/7¿) 

• 

Rpta: 

•<) 

b 

© 

lim —(6+18 + 30 + .. , + 6(2/7- 

n —>oc 

- 1 » 

Rpta: 

6 

© 

.. /i 1 1 1 1 1 

lim (— 1 - h — + - + - + — + .. 

»-»* 2 3 4 9 8 27 

+ F> 

Rpta: 

3 

2 
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\Jn 4-1 -yfñ 12 r 
lim - r <Jn 

»-»* VH4-1 — yj n 

Rpta: 

3 

4 

3« 4 .sen“(-)ln(l4--) 

lim---— 

-> (» + 2)c«s(^j) 

Rpta: 

3s/2 

1 

lim- 

n->x ln(/l) 

1 1 i 

Rpta: 

1 

„ 1 

l¡ m ( 2,, - 3 )W" 

«->« \ 3/1 4- 4 

Rpta: 

(2)5, 

v 3 

lun 

»-+*> \ 2/1 4-1 

Rpta: 

1 

1 - 2 - 

lim «(arctg/?n)[(l4-—) 2 ) 4 ] 

n n 

Rpta: 

Ksfe 

8 

lim-V(”) 

ii-*d h p 

Rpta: 

1 

P\ 

,. (« + 1K ( " +1,: 

lim- 

né~ n 

Rpta: 

0 
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3 l) !im[ 3 ( 


1 + 3 +5 +■... 4- (2// — 1)” 


Rpta: 1 


3 ?) lim < ,l + 1 ) ln (») + ln(/) + l)~" 


Rpta: I 


(S) lim eos—.eos—...eos— 
«-»* 4 8 2" 


Rpta: — 

n 


( 34 ) lim (—^—+—r— + •••+—7-—) 

^ »-»x 2--1 3--1 rr- 1 

(35) Determinar el límite de la sucesión. 


Rpta: — 

4 


yfl^l + y/ljl + yjl + síl,. 


Rpta: 2 


__ 2 , >1-1 

3 ó) Calcular el límite lim (- ' -- + —) " 
^ »-»* /r+4// 


Rpta: e 


i i i 

. ra" + 6 " +c" 


^ 7 ) Calcular lim[———-a. b, c > 0 


38 } Calcular lim a„ , si = 


(4/; + 7) 4 "*V~ s 

(I 6/j +1) 2 " + *(« + 3) 3 " 


„ 64 

Rpta. — 


39 ) Calcular lim(—4-4-...4-—!—) 

1.2 2.3 n.(n + \) 


Rpta. 1 


(40) Calcular lim—!—4-—¡—4-—!—4-...4--'- 

w «->->1.2.3 2.3.4 3.4.5 «(« 4 -1)(« + 2) 
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0\ „ . . ,• sen(e~")sen(e' 2 ")ln(« 4 3/i : -2w-4) 

4y Calcular lim- - -r- 

sen(-)sen(-^-)In(/i 4 -4« 3 ) 

1 + 2e 2 + e 


© Calcular \im[sfñ +1 -Vñ+T]^ © Calcular lim ( ' + - ~- 

«-»3C "~* X ^-1 

<> 4 *) 

*=l 

(44) Calcular lim[ a " +C ■], a. O O © lim sbr+\~sfñ+\ 

»-»* 1 2 — «-** 


46) lim v2/i 8 + 5//’ +1 — v2 /; 8 -3n h + 5« 


(47) lim Jn 2 + pn+q -sjtr + rn + s 


Calcular los siguientes límites aplicando los criterios que les corresponde. 


1 /2 3 4 « + K 

«->* « 3 4 5 11 + 2 


Rpta: 1 


i 3 7 r-t 


(I) lim —( 2 2 + 2 4 + 2®+...+2 2 “ ) 

'- H-»0C 5« 


Rpta: 1 


© lim 7=^( 5 U 5 4 + 5® + ...+5^) 

^ «-»* >/l -27« 3 ln (9«) 


35 

Rpta: -y 


® ,_ 2 \/ln 2 ln3 ln(«) ^ 

limsen(2^cos-X—— + 

»->* n ln 3 ln 4 ln(« + l) 


Rpta: 0 


«->*) 3«‘+2h + 1 6 12 6« 


Rpta: - 
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© lim« 5 «(— 

w »-»*V ln7 ln 14 ln7« / 


Rpta: 1 


© lint— (s¡2 + s[^ + ... + 2 ^ ;: 
«->* 9// 


(IT) lim 


l + \Í2 + yj3+... + ! lfñ 


Rpta: 1 


_ 1 I 

@ | in ^ (V25)"+(V40)- + (V64)» j t , 


Rpta: 40 


2 5 10 n’+l 


10J lim—(3 4 +3 7 +3 12 +... + 3" :+3 ) 

'—' »-»* 7« 


© lim 

W «->* V 8 23 5« 2 +1 • 


Rpta: — 

5 


Calcular los límites siguientes: 


© lim 

n —kor 


1 + 2 V 2 +3>/3 + .. . + n\fñ 


Rpca; ? 


© lim (—^- T +-^- 5 - + ...+— r ) 

n_>cc (« + 1)' (« + 2) 2 (« + «)' 


Rpta: - 


© lim(-^ + Vy-+-+VW) 

"-»* W +1 /T +2 /í 2 +« 2 


Rpta: — 

4 


@ lim (-^ + -T^2 + -- + -r L r) 

»-»=c „ z + i «- + 2' tr+n 


„ ln2 

Rpta: y 


<* 1 11' 
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(?) Jim(-V + —+ + — ~) 

v — / n-*y. ,r (n +1)' (2 n)~ 

\Jn +1 +\ln + 2 + ...+ \¡2n 
lim- 573 - 


Rpta: O 


Rpta: — (2\¡2-\) 


© I \ ;+ "' + I ^ 

Vw'+l v//" + 2" \l>r+n 


Rpta: ln(l + \/2) 


/ n n 11 \ n n * arctgA - 

hm( - - 7 + v + -+■••+-—rr) x *° R P ta: ~~ 

«-»« /j ¿ +1“a- n + 2‘x m + h a x 


® „ zr2^r «^r 

lim » sen — .sen — ...sen — 
«->x\ 2 n 2/7 2 m 


Rpta: - 




Rpta: 1 


_J_ _jL 

® lim — (e " + 2<? + ...+/7.e~') 

il —k Y 


Rpta: 

2 <? 


® lr zr i zr 2 zr i2i aí — 1 2 h- 1 i 

lint —Isen — .eos" —/-sen — cos‘-K.. + sen-zr.cos -zrJ 

H->* 77 /7 /7 77 // /í /* 


13) lim -í¡/(/7 +1)(/7 + 2)(n + 3)...(/7 + n) 

'— //->X 7J 


4 

Rpta: — 

e 
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® ,. 1 + 2“ +3" + ... + n a 

lim---—- 

íí—„« +l 


(16) limsen(-)(e " +e "+.,. + e ") 

^ «—»* n +1 

(¡j) Si f(x) es continua en [a,b]. Demostrar que: 

lim -yT* / (n + £—-) = í / (x)dx 
/>-*« n ¿—7 11 J ( 


Rpta: at( 1 — c? ) 


~ t t 2 1 11-1 l-cos t 

líy Demostrar que: lint — (sen — + sen — + ... + sen- 1 ) =- 

^ »-*< // n n ni 


I i n r A : 2 2 A , n\ 

19 ; lim —[—Ja — 7 +-\« — r +... + - fl-—=•] 
«-»* n a \ ir a V n a V n 


r. ¿ /~2 7 a b 1 

Rpta. — Va" -1 + — aresen — 
2a 2 a 


® Calcular + + ... + ■ /' -■ ] 

"-*» 77 + 1 77 + 2 II + 77 


Rpta. —111(3 + 272)-^^ 
8 16 


(2l) Calcular el límite siguiente: 


lim e' (l0 "5e/7(g~! fKI " )sen( )[(l+-) : +(1 +-) 2 +-...-+ (1 -+ — )"] 

»-*» 5/7 - 6 1 2 77 


@ Calcular lim — [Jl + V? + ... + ^2 2 "-' ] 

^ MI 5/7 
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(23) Calcular lim[l / ’ +2' 1 +... + /i , '][tg—] ; 


n ,n\ 2/r / n7r > 


— sen(—) (--)sen- 

(24) Calcular lim -[--—+ —-— + ••• + — : '-~1 

'—^ n-n 11 -> T ~ "* " "■ 


2 /T , 2 2/r 

1+cos — 1+cos — 

n 


yJ\+2s¡2 + ... + n\fñ 

25) lim- , :p~ - 

^ «-+» n 2 \/ñ 


2 /?/r 

+cos 

11 


Rpta. - 


@ lim — í¡/(3m + 1)(3« + 2)...4/i 

M—XX. « 


27) lim —[(a+—) 3 +(« + —) 3 + ... + («+—)’ ] 


n->« n n 


Rpta. fl 3 + : 


( 28 ) Calcular el límite de la sucesión {a„¡ B2 |, definida como: 


n +1 «+ 2 2/i 

a,, =—r-+ —-+ ... + —5 

n 2 + 1 // 2 +2 n 2 +« 


Rpta. - 


VII. Determinar si las sucesiones dadas son convergentes ó divergentes. 




Rpta: Converge. 


© 4 > 


Rpta: Diverge. 


@ {TíT+I-V^},, 


Rpta: Converge. 




Rpta: Diverge. 


Sucesiones 


G) \ 4 • 

^ 2 "+ 10 6 ,H¿I 

Rpta: Diverge. 

© 

Rpta: Converge. 

© W—)}«, 

/i + l 

Rpta: Diverge. 

® {ln(n)-ln(/7 + l)}„ ¿1 

Rpta: Converge. 

© 

Rpta: Converge. 

© { 

Rpta: Converge. 

© 

II 

Rpta: Converge. 

@ {7«(” +4) -//}„>, 

Rpta: Converge. 

© 

n 

Rpta: Converge. 

© {yjn + yfñ-sjn-y/7i }„ ¿ , 

Rpta: Converge. 



Rpta: Converge. 
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f 'fñ + 'fñ \ 


® fln(2-fe , 

{—-}„« 

3/7 


18) {*4- + -y + ... + — }„ S | 

^ n~ n n 


^ 1 (2,,)" 


® i 


1.3.5_(2i? —1)> 

. f " 


A. Demostrar que: 


® ¡ 


im — = 0 


im ÍM = o, a > 1 


im a" =0 si 0 < a < 1 


© ,! 
® ,! 


im-= 0 

-»* (2n)! 


® lim '<fn = I 

II—VTT 


( 4 ) lim 


( 10 . 000 )" 


«->00 n ! 


© lim-^- T = 0 


(8) lim^- = 0 


\/V' + ¿>" + c" = c*, si a, b, c > 0, c > a, c > b 


a(a-l)(a-2)...(a-n)x'[ = Q six£< _ u> 


Hallar el límite de las sucesiones siguientes cuyo n-ésimo término es: 


© . ^ 


Rpta: b 
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/T\ V >r + n 2 + 1 - \Jir + n A + 1 

Kl) a n = ~ r^-— - - r-T-., 

\n~ +n + 1 -■yii 4 +ir + 1 


«„ = V»' + n + l -n///' 1 +4/r +1 


Rpta: - 


© 1 , 0 . 1 , 0 . 01 , 0 . 001 ,... 


Rpta: 0 


J_ _1_ _J_ _J_ 

1.1’ 1.01 ’ 1.001’ Í.ooor 


Jí, sl2 + sÍ2, V 2 + V 2 T 


Rpta: 2 


0.2, 0.23,0.233,0.2333,... 


Rpta: — 

30 


© V2 ,y[zJT,y[2^2W, ..., 


Rpta: 2 


® {y[ñ(Jn + \ - Vñ)}„ 


ío) { - y+ (-2)" l 
*^«+1 


Rpta: - 


© ¿ 


Rpta: 0 


Si a n > 0 y lim a " - - * , entonces: lim = L . Calcule los siguientes 


límites. 


Os | c« 
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© Un, * R l” a: ' 

(2) lim <¡/777 Rpta: ‘ 

' /)->x 

© Km -Í 0 

^ "-»* ¡ijn" 

IX. Determinar si cada sucesión dada es creciente, decreciente ó no monótona. 


© 

{V«}«2 i 

Rpta: Creciente 

© 


Rpta: Creciente 

© 


Rpta: no Monótona 

© 

r(« + D 2 \ 

V-?-/«>! 

n~ 

Rpta: Decreciente 

© 

( n "\ 

Rpta: Creciente 

© 

f 4 " \ 

ir? 3 " 21 

V4n 2 +1 

Rpta: Creciente 

© 

5 n 

Rpta: Decreciente 

® 

0>«. 

Rpta: Creciente 



Rpta: Creciente 
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10) {cos/m},. 


© l sc n m}„ 


® £>- 


Rpta: No Monótona 


Rpta: No monótona 


Rpta: Decreciente 


^ ^2" + 100^" al 


Rpta: Creciente 


r 1 .3.5...(2n-1) ¡ 

* 2 n M \ , ' 1 - 1 


Rpta: Decreciente 




Rpta: Decreciente 


5) {ln(—)}„ a , 

— n 


Rpta: Decreciente 


© Calcular lim P n , siendo P n =— sfa 2 .\[a^ . 2 y¡a^ a 2n Rpta: a 


(T) Calcular lim cosh —,cosh-^-.cosh-^-...cosh“ Rpta: - 

«-»* 2 2 2 2 3 2 " 


senh a 


® Calcular lim 


. l p + 2 P +3 P + ... + n p P + 1 


© Calcular lim(l+.v)(l+.v 2 )(l+.v 4 )...(l+A- 2 ") si |x| <1 Rpta: 


(?) Hallar lim n' ¡l]a¡ ,a 2 ■■■(!„ siendo lim n'a„=a Rpta: a.e 
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(ó) Hallar lim-—— --— 

»-»* n(n-\)(n~2)...(n -p + \)(n- p) ; 


Rpta: e '" 1 


© Sea m e R .arbitrario, si la sucesión {5„(»i)} (S1 , esta definido por 


S„(m) = 1"' +2"'Calcular lim + 

»->* nS n (m) 


1 „ _ I + m . ^. c 1 - m 

Rpta: Si m = 0, S = -, sun>0, S =-—, si m < 0, S = - - 

K 2 2 + m 2-ffi 

® Determinar el parámetro X para que el limite cuando n —> oc de la 

n 

yv*+ix*+2) 

expresión. /! =[—---]"" sea finito y determina el valor 

An~(n + 1 ) 

_ 1 * _ 1 

de u para que valga e, se supone . finito. Rpta: A- — ^ 8 

© Hallar lima,, siendo a, = 1, a 2 -2, a 2 = 3, a 4 =4. Sabiendo que 


4a « = «„-! + fl „-2 + a n -3 + a n-4 - n > 4 


Rpta: 3 


ío) Determinar el número u de manera que: 

(¡ m , „2 TT i i" í i s» T \,., m i : 1 Ci „: t/,,, imnoi- t-n I \ 


lim l sja i n"' +n ¿ +\+'^(a -2)//'" + n +1. sea finito (m impar m > 1) y 


calcular dicho límite para los distintos valores de m. 


Rpta: a = 1, - si m = 3 y si m = 5, 7 


i a „■) oc 2 a 
sen a+ 2'sen— h 3“ sen —+ ... + « sen — 


Calcular lim 


— Rpta: 
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12) Probar que la sucesión converge a VJ 


13 ; Hallar el límite de la sucesión, o,, a 2 , en la que cada 


término es media aritmética de las dos que preceden. Rpta: 


«i + 2 a 2 


(h) Ha,lar ,,2 ^ 2 + ^ + ^ + " + '^rT _ ) Rpta: ~ (Sug. Stolz-Cesaro) 


,111 1 

(Í5) Hallar lim (» +!)'=(— + — + — ) 

v "“ / "-+* 2 3 4 /i 4 -1 ' 


Rpta: 2. 


íó) Hallar lim l +2 ~ +33+ - + «" 


Rpta: 1 


C a l cu l ar lim „/-=====, siendo positivo todos los términos de la 
sucesión a n y sabiendo que lim + * = k 

n-*x. n 


Rpta: \fk (Sug. Stolz-Cesaro) 


U8) Hallar lim ^ 

W »-* o" 


Rpta: i (Sug. Stolz-Cesaro) 


19 ) Calcular lim 


Rpta: I (Sug. ST1RLING) 


20 ) Calcular lim ^ 
^ »-»* \¡n(2n\y 


Rpta: yfir (Sug. STIRLING) 
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Hallar lim « (l + —)'(l + -)' (l +—)' ..(l +—)' 
«->« y n n n n 


Rpta: (—)' (Sug. Fórmula de STIRL1NG) 

e 


2.2.4.4...(2n)(2n) ... , . , 

Demostrar que: lim-— =— (llamado la tormula 

M 1.3.3.5.5....(2n - 1)(2 m -1) 2 

de WALLIS) 


Aplicando la fórmula de Wallis, calcular 

a) lim 1 - 2 - 4 - 6 -^ 2 ^- = ^ 

»->® n.l..3.5...(2n-l) 


b) , ¡m 1 ■2.4.6...(2^ 1 _,^ 

»->* n.l..3.5...(2n-l) 

Calcular lim —--^-~.ln( 2 --) siendo {«„}„ 

"-** ln(l + tg'(a„)) 2-a n - a~ 

sucesión infinitésima y, tal que: a n * 0, Vn Rpta: — 


Calcular lim 2 ( ” !) Rpta: -^= (Sug. Stolz-Cesaro) 

(2« +1)! 2y0r 


, ¿n +10 , *„ 2 +10 

Defínase una sucesión />„ , tal que:' = 1, o, = ———,0„+i - -rr 
. . 2ó 0 2h n 

estudiar la sucesión, en caso de convergencia calcular lim b n 

n-+* 


Ti) Demostrar la convergencia de la sucesión dado por 


11 1 _ + 

a„ =-+-+ ... +-, n e Z 

n +1 n +2 n+n 
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(§) Sea {a„}„ 2 | una sucesión de números reales definida por 

«i =1, a 2 = 2 .«„ = - "~~ ^ H ~' para n > 3 probar que {a n } ní| es 

convergente y que lim a n = - 

3 

(2^ Analizar la convergencia de la sucesión y en caso de converger, calcular 


el límite de jc, = , .y-, = , 

V n + l 


/.Y|~ +ab 2 


A )|+ | 


x 2 + ab 2 


que: ,v 0 , a, b son reales fijos, a > 0 y 0 < x ( , < b. 

Si a, > 0, b, > 0, y a : * b, definimos a 2 = ^/a, ¿>, , b 2 =^(«| +b { ), 
a « + i = V a A ’ h "+\ = 7 A +/ 3,) • Probar que: 


a) a-, < b 


b) a„<b„ 


c) lim a n = lim b n 

n —►*- //— 


( 31 ) Si la sucesión esta definido por: u, = 1.« w+l = ^/l + 

¿u„ es monótona y acotada? si lo es, calcular lim»,,. 


Dada la sucesión }„>( definida por: b, > I y b n+l = 2-~ para 

h n 

n > 1, demostrar que {¿> M } n2l , converge y luego calcular sus puntos de 
convergencia. 


& Sea . tal 9 ue: a , = 2, a 2 = 8, « 2 „ +1 =^(« 2 „+« 2 „_i), 

a 2 n +2 = ~—, demostrar que {«„}„>, converge a 4. 

a 2n+l 
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Estudiar la convergencia de las sucesiones 


(i 111 

a > (■>.}«, • 

I» (K 1 , sl . -1. h -j. 4, -1- f, 4~ k-= 


Calcular limln(-).ln(l+-) y diga si es convergente ó divergente. 
n-»i n n 

Demostrar que la sucesión \/3, \j3\li , \fi \f?> .... converge y¡3 . 


Estudiar la convergencia de la sucesión 


(&+i) 2 (0 4+1)2 


Sea una sucesión tal que 7j =3, r n +l =-^—i T n es 

3 + J n 

Monótona y acotada?, verifique que lim T n = \¡3>. 

n ^ 

« 

Dada la sucesión {u n } )|S1 está definida por », = 1.= ■j5 + 4u n _ í 
para n > 2. Analizar si la sucesión es monótona y acotada, de ser 
afirmativo, calcular lim u„. 


Analizar si las siguientes sucesiones son monótonas y acotadas, si lo son, 
calcular el límite de cada una. 


a) { J e~' K d.x \ n¿ |. 


Sucesiones 
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i, ~ ~ S~ +10 

b) S fí ~1, S M+l = ——— , n está en Z o + . 


o . 

donde u 0 ,a,b son reales fijos, tal que 0 < u n < b, a > 0. 


d) ii,-1, i/ 2 =2,...,u„ =-(w m _ 2 +m w _j), «>3 . 


e) y — ' c 1,1 c 1 1 1 

e) S2 ~7p + ^p’“-’ S " = 7F + ~^ + " + ~7' P >1 - 


\ p '"■* K 2 P 


\p 2 p 


27’„ 3 + a 


^l) Si r 0 _ 1, T n+ \ = — a , donde: a > 0 probar que: 
ir í 


a) 2; >0, n eZ + 


b) T { >T 2 >.T y ...>T n >0. 


c) T}>a, neZ + 


d) 1’ converge - 


e) (lim 7J,) 3 = a 


0 lim T„ > 0. 

H-*X. 
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SERIES 1NFINITAS.- 

_ 

DEFINICIÓN.- 

Sea {a„} n2 i una sucesión de números reales, entonces a la expresión: j 
a x +a 2 + ...+a„ + ... se denomina serie infinita de números reales. 


A una serie infinita: a, +a 2 + ... + «„ + ... .representaremos por 


I- 


es decir: 


a„ = «i +a 2 +•••+«„ +■ 


Donde a l ,a 2 ,...,a n ,..., se denomina (o llaman) términos de la serie y «„ es 
llamado el n-ésimo término de la serie. 


Ejemplos.- 

La serie infinita: - + - + - + + -^—+ ..., es representada por: 

2 3 4 n +1 


E n 1 2 3 n 

-= - + - 

n +1 2 3 4 n +1 


La serie infinita: l+- + - + - + ...,es representada por: 
3 5 7 


Seríes Infinitas 


cc ■ ■ ¡i ¡'ti.. . . . ! r i : ! 

Z 1 ,111 

— 1 H-1-1-I-... 

2/; -1 3 5 7 

«■=i 


® . ..... ,1.3 1.3.5 1.3.5.7 

La serie infinita: 1 + — + +-+...„ cuyo n-ésimo términos es: 

1.4 1.4.7 1.4.7.10 

„ _ L3.5.7...(2n-1) . 1.3.5.7...(2«-l) 

a„ = —— --- es representado por: > ---— 

1.4.7.10...(3/? -2) K ^1.4.7.10...(3/t-2) 


(¿) La serie infinita: — + — + — + — + — + CU ^° es: 

X 

1 V 1 1 

Wn ~ -» se representa por: > - 

y/(// + l) h{n 4*1) fr 1 ... ¡y 

n =1 

OBSERV ACIÓN.- De la serie infinita de números reales 

X 

^4 P - a \ + (tj ■ f +.... to^marenios una, sucesión 

. n=1 

l=« 

\S„ } n j.| definida de la siguiente forma: 

Btinnní -imz el ab smu? aorn^iemall leua la . r ¿ = n 2. mil = 1( n \ 
o, - a | 

S 2 — «2 r—jr 

sb ‘juoibu .uJnagiovib za K n C slinftni shaa b! ¡Z 

Sy — r/j + Úf 2 + #3 

' ; .*.• / = u 2. mil 18 %VtÓDAVH 1280 

» «— n 

• - -•? ] 83lfib-!«m 

5„ = a, +a 2 +... + «„ = / 

í=t ' 

{ • dlitsgwynoo au ,,v> r ~^ r Etimíni 3Í ¡32 tinU 
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A la sucesión se denomina sucesión de sumas parciales de la serie j 

QC 

infinita , siendo S„ la n-ésima suma parcial de la serie. 

n-\ 

DEFINICIÓN.- 

or, 

Consideremos una serie infinita y una sucesión de sumas parciales 

i 

&}«.• 

X 

Si el lim S„ =S existe, entonces diremos que la serie infinita / a„ es 

n -1 

convergente y converge a S. 

OG 

Si la serie infinita ^a„ , es convergente, se puede escribir así: 
«=i 

00 

Z a„ = lim S n = S , al cual llamaremos suma de la serie infinita. 

n W-+OC 


OG 

Si la serie infinita es divergente, carece de suma. 


I 


OBSERVACIÓN.- Si lim S n = .v existe, entonces la sucesión de las sum 

W-* oc 

parciales , es convergente, esto es: 

X 

Una serie infinita es convergente es convergente. 


Seríes Infinitas 
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X 

Ejemplo.- Hallar la suma de la serie infinita —--, en caso de 

¿—i n(n +1) 


convergente. 


Solución 


X 

El términos n-ésimo de la serie infinita -!-es- a = 

¿-Jn(n +1 ) " 

n =1 

(descomponiendo a a n en fracciones parciales), es decir: 


fl(/l + l) 


1 A B 

a n ~ — - 77 == — +-- , efectuando operaciones se tiene: A = 1, B = -1 

n(« + l) n n + \ 


Luego: a n = 


_1_ = J__1_ 

«(n + l) n n +1 


« 1 = 1 -- 


1 1 

a-, =- 

_ 2 3 


«i =- — 


a n-2 = 


_1 _ 1 _ 

n-2 n-1 


n — 1 n 


1 1 

a„ =-- 

n n +1 
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s„ =a,+a 2 +... + a n =1 — 


Por lo tanto: s„ = 1-— y lint s K = lint (1- '—) = 1 existe, entonces: la 

n +1 n->x n->cc n + 1 

X 

serie \ -!- es convergente y su suma es igual a 1, es decir:! 

Z-j n(n + 1) 


i n(n + l) 




OBSERVACIÓN.- Otra manera de hallar la n-ésima suma parcial de una 
serie infinita, es usando la regla telescópica, es decir: 


[/(0-/('-0]“/(»)-/(°) 


Como a =-=> a -- - , entonces: 

n » i ! \ n n 4- I 




n n + 1 


s„ = a, + a 2 + <*3 + 


n 


m m . 

Z (I——) = -> (J--i) = -(/(*)-/(O)), donde 
i í + 1 i +1 i 


/(/) = — => í„ = —(——r—1) = 1—í-, es decir: 
J i + l n + 1 n + 1 


s = i-=> lim s„ = 1 existe, entonces: 

n + 1 »-» K 


Series Infinitas 
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y —?—=i 

n(n + 1) 

W=l 

OBSÉRVACIÓN.- 

I o A veces necesitamos que la serie infinita comience en el término a Q o en 
el a 2 ó en algún otro término, si k > 0 es entero, escribiremos: 



En caso de que carezca de importancia, al índice que se le asigne al 
primer término, se acostumbra con frecuencia escribir ^ ' a ti para 


designar una «jpHp infinita 


2° Puesto que lim (s n - c), c constante existe <=> lim s„ existe, se deduce 

que podemos omitir un número finito de términos 'entre los primero) de 
una serie infinita, sin que se afecta la convergencia o divergencia de la 
serie, por supuesto el valor de la suma si existe, quedara afectado. 

3. PROPIEDADES.- I 


(0 


Si 



es convergente, entonces: 


lim a n = 0 

M—>0C 


Demostración 
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X 

Como la serie converge, la sucesión de sumas parciales {ó 1 ,,},, 

nm\ 

converge, esto es: 3 lim s n = 5 , (lim =s) pero 


a n =- V H ~ S n-\ 


lim a„ = lim (s„ - i„_,) = .s - .s = 0 ; luego: lim a„ = 0 


/r->x n-+-n 


x 

Si lim a„ * 0 , entonces la serie infinita J a„ es divergente. 

/|->X ■ ■ ^ 


Demostración 


X 

Suponiendo que es convergente => lim «„ =0 (por la propiedad 1), 

»=i 

X 

pero esto contradice a la hipótesis. Luego ^ diverge. 

h=i • 

NOTA.- Esta propiedad es muy importante, pues permite, en algunos casos 
determinar en forma inmediata la divergencia de una serie. 

X' j ^ 

Ejemplo.- La serie infinita I; --- es divergente puesto que: 

n-\ 

Í7 3 +1 ... 

lim a„ = lim —r-= 1*0 

»-»x »-»« +2 


í>. V I*. 


son series convergentes con sumas y v. 


respectivamente y c e R. Entonces: 


Seríes Infinitas 
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V 1 - 

i) y ca„ converge a c s,, es decir: / ca n - cVa,, 

■•=1 Tf ' 

* * x * 

"> /,K + b " ) conver S e a s i + s 2 es decir: ^ (a„ +b„ ) = a,, + />„ 


»=l /;=! 


x „ 

E , ^ X X 

(a n -b„) converge a s, - s, esdecir: ) ( a n -b„)= ^ a n - b„ 


n =I n=| 


Demostración 


Demostraremos ii. puesto que i., iii, serán similares. 


X 

^( a n -*A) = (ff] +¿|) + («2 + ¿2 ) +- + («„ + £„) + ... 


La n-ésima suma parcial de esta serie es: 


X 

+¿|) = (a, +6,) + (a 2 + 6 2 ) + - •• + («„ + ¿>„) 


= («, +a, +••■+«„ ) + (£, +b 2 +...+b n ) 

= s n +, „' donde: s n y t n son las n-ésima sumas parciales de: 


X X 

^' i a n y ^ respectivamente, luego 


«=l f|»| 


X 

lim / (tf*+ó¿)= lim(s +/ ) = $,+$.>, esdecir: 

'»->x /»->X 
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X * ^ 

lim'V (a*+/>*) = s i + s 2 existe, entonces: / (a„ +b n ) converge y 
k—\ ■ ” =l 

X 

Z ,o - +f ’- )=Si+Si - 

//=l 

x * I 

Si es divergente y ce R, entonces: es divergente . 


Demostración 


Ejercicio para el lector. 


Si ^a„ es convergente y es divergente, entonces: / (a„ +b„) 


divergente. 


Demostración 


X 

Suponiendo que ^ \ a„ + ó„) es convergente. 


X X 


Luego +b„)-a„] seria convergente por 3iii., pero es una 

■ 

contradicción con la hipótesis por tanto: + b n ) es divergente. 

teorema^ 

Sea {■$„}„>] * a suces 'ón de sumas parciales para una serie convergente 

X 

a„ , entonces: para cualquier e> 0, 3 N > 0/|.v R -s T \ < e siemprí 
«=i 

que R > N, T >N. 
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Demostración 


Como Va converge, sea s su suma, esto es: 


lim ,s )( — s o \/e > 0,3 N > 0/n > N => s n — ,v| < £ 


hn particular podemos considerar: |s (| -s-| < ~ , por tanto, si R>N y T>N. 


r* s r | - \s R - s + s - s, | < ¡s* - j| +1.? - Sj 




V £ ->0,3A f > 0//?,7' > jV => | í/f - s r | < c 


12.5 SERIES ESPECIALKS.- 


a) SERJE ARMÓNICA.- La serie arthónica es de la forma: 


Z l , 1 1 1 

- = !+- + - + ... + - + ... 
n 2 3 n 


La serie armónica es divergente: En efecto .v =1+1 + 1+ +1 

" 2 3 /; 


t 1 1 1 1 1 

s 2 n - | +~+t+- 3— + -+... + — .entonces: 

23 n n+1 2 n ■ 


I 1 1 

s 2 n s n -T +-- + ... +- 

n +1 n + 2 2n 
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i i 111 i -JL-I 

Paran»! => 2n~ 2n~ 1 

(pues hay n-términos en cada lado de la desigualdad) 

Luego s 2ll -s„>- ... (a) siempre que n > 1, pero por el teorema 2.4., 

establece que si la serie es convergente s 2n - s„ se puede hacer tan 
pequeño tomando n suficientemente grande, esto es: 


Si s=-,3N > 0/|s 2ffl -s n \< | siempre que 2n > N, n > N, pero estol 

2 ¿ 

«^ 1 

contradice a (a), por lo tanto: — es divergente. 

i n 


b) SERIE GEOMÉTRICA.- Una serie geométrica es de la forma: 


ar "~ 1 = a+ar + ar 2 +... + ar" 1 +... 


La serie geométrica es convergente cuando r < 1 y es divergente 
cuando r > 1. 


En efecto: La n-ésima suma parcial de ésta serie, está dado por: 


s - a(\ + r + r 2 +...+r n ~ l ), además se tiene: 

n ' 


l-r" = (l-r)(l + r + r 2 +...+r" ) 


Luego =a(l + r + r 2 +... + r" _l ) = ^j—^—, r* 1. Entonces: 


Series Infinitas 
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lim s n lim a( ) — lim --lim-, donde: lim-, existe 

«->® n->« | — /■ h-*x 1 — /• «->x 1 — f i;-»x \ — r 

y es cero si |/'| < 1, por lo tanto lim s n = -, si |r| < 1, entonces: La 

«-+x i — ,- 

X 

serie geométrica ^ \ ar " ' > converge cuando \r\ < 1 , y su suma es , 

1 —r 


es decir: 


«''"-‘=- 2 -, >|<1 
* l-r 


Si |r| 1 lim-no existe, por tanto la serie geométrica 'N ' ar" 

«-►xl-/- / ^ 


divergente, cuando |r| > 1. 


Ejemplos: 


V' 1 4 4 4 4 

La serie > —=— + —h- \- 

41^3" 3 9 27 


es una serie geométrica con r = - < 


la serie converge y su suma es: s = = 2. 

1_! 

3 


vV>"+ 3 " V^2"+3" 3 

La sene — . se puede escribir ]T —— = ( j)" + ( j)" , 


n-0 n=Q 


de donde 


Z /2\„ 2 4 

V~ ) =l + j + —+ •••, es una serie geométrica convergente, 


2 , 15 5 

pues r = — <1 y su suma es: s = —— = — => s=- 
5 j_2 3 3 

5 
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y ( í)., 1+ ! + ± + ..., 

ÍS'i’ 5 25 


es una serie geométrica convergente, pues 


3 1 _5 

r = -<l y su suma es: s =—r- — 

5 l-l 2 

5 


i = —, por tanto: 




es decir que la serie 


'2 n +3" 25 

, 5 ~ > converge a — 


v-'d" vy 4" ^ 16 

® La serie / —, diverge. En efecto: / — = / AT* “ , + 3 + 9 + ‘“ 

3 -_n J n=o 


n=0 ~ n =0 


una serie geométrica donde: r = — > 1 , luego es divergente. 


La serie 0.3 + 0.03 + 0.003 + ...+ — + - es una serie convergente. 


En efecto: La serie 0.3 + 0.03 + 0.003 + ...+ — + .... se puede escribir como 

J_ + J_ + _L donde: r = ¿< 1, por lo tanto la serie es 

10 10 2 10 3 10 " 10 

3 

10 _ 1 _J_ 

convergente y su suma es: s -- y - ~ => s- ^ 
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c) LA SLRÍE - P.- La serie - p, tiene la forma: 

p una constante. 

C uando p > 1,1a serie-p, N ' —— , es convergente. 

n 

n =1 



X 

Cuando p < 1, la serie-p, ^ — 


es divergente. 


Para el caso cuando p 
divergente. 


oc 

1, se tiene la serie armónica que es 

t n 

«=1 



que es divergente. 



112 


Eduardo Espittoza Ramos 


|2.6. SERIES INFINITAS DE TÉRMINOS POSITIVOS.- 

X 

La serie infinita ^ , donde: a n > 0, para todo n =1,2,..., se llama 

n=\ 

serie infinita de términos positivos. 

En este caso, la sucesión de la sumas parciales {s„ }„ 2 |, donde: 

s n =a, +a 2 +a i +...+a n , es creciente, ósea: s i < s 2 < s 3 <...< s n < s n+i <... 

2.7. TEOREMAS. 

2.7.1. TEOREMA (CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA).- 

* 

Consideremos la serie infinita ^ ' a n de términos positivos, entonces: 

n=t 

X 

i) Si la serie infinita ^b„ , es una serie de ténninos positivos y es 

n =1 

x 

convergente y además a, ,< b n , Vn>N => ^ , es convergente. 1 

W = 1 

x 

ii) Si la serie infinita , es una serie de ténninos positivos y es 

/»=! 

x 

divergente y además a n > b n , V n > N => , es divergente. 


Demostración 


i) Se tiene que 


oc * ^ 

a n >b n , V n > N. Sea ^Jb„ = b, pues la serie es 


convergente, entonces: V n > N; tenemos: 


Series Infinitas 


" N n 


AL _ n 


*=1 *=1 k=N+\ k =1 Í=/V+1 


entonces: 


Ai « A' 


- <’^a k +b, entonces: s„ < VV + b, es decir 

X-í A«Af+l X=l x = l 

x 

la sucesión de sumas parciales {5„}„ a| de la serie es acotada 

n=\ 

superiormente y como es una sucesión creciente, concluimos que la serie 

/ 

^ es convergente. 


X 

ii) Suponiendo que ci n converge, entonces por i., tendremos que: 

n=l 

^ * 

/ converge, la cual contradice a la hipótesis, por lo tanto: a„ 


es divergente. 


Ejemplos. 


X 

Determinar la convergencia ó divergencia de la serie ^ — +n 

¿~‘\ + n 2 
«=1 

Solución 

n> 1, se tiene: 1 + n 2 <n + n~, l + ; 7 2 S«(l + n), , 

n 1 + n 2 

1 1 + n 1 v~> l 

luego y > — , V n > 1 y como es divergente (serie armónica) por 

n=l 

■X 

lo tanto por el teorema 2 . 7.1 ii. concluimos que: N ' es divergente 
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X ^ 

Determinar la convergencia ó divergencia de la serie ^-77 


Solución 


TO 

1 1 1 

VnSl.se tiene m 2 "> 2 "=>— , como / — 

ni 2 ^ - 

n=\ 

geométrica convergente (r = 2 < l) . 


es una serie 


Luego por la parte (i) del teorema (2.7.1). concluimos que ^^—^7 


convergente. 


Determinar la convergencia ó divergencia de la serie: ^ ' 


2 + sen 3 (w + l) 


Solución 


V n 6 Z + , se cumple -1 < sen 3 (/? + l) < 1. sumando 2, I ¿ 2 + sen 3 (n + l) < 3 


luego 0 


< 2 + sen 3 (/ ? i l) < .3 esdecir: 

2" + n 3 2" + « 3 2 " 


3 x 

o < 2 + sen + < 2. como — es una serie geométrica convergente 

2 " + « 3 2 " ¿-‘ 2 " 


x 

(r = — < l) concluimos por la parte 2.7.1(i) que la serie: 


2 + sen (» + 1 ) 
2 " + n 3 


es convergente. 
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2.7.2. TEOREMA (CRITERIO DE COMPARACIÓN POR LÍMITE).- 


Consideremos las series infinitas 


s y Za 


de términos positivos. 


Entonces: 


i) Si lim —- = £ > 0 => ambas series convergen ó divergen. 


70 

ii) Si jim -^ = 0 y ^ " 6 „ converge => ^ ' a„ es convergente. 


iii) Si lim - 7 L = +oc y es divergente => la serie a n . 


divergente. 


Ejemplos.- 


X 

Determinar si la serie ^ — es convergente ó divergente. 

Solución 

Sea a = — , tomemos ó,, = —, es decir: 
n" 2" 

^ -7 es una serie geométrica convergente (/• = — < l) . 


Entonces : lim — = lim -^ 7 — = lim -— = lim (-)" = 0 

»->» b n «-»* 1 1 " n-¥x n 
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X 

Luego lim — = 0 y "V — es convergente. 

n-»x b„ 2 

" n =I 

por lo tanto por la parte (¡i) del teorema 2.7.2 concluimos que la serie ^ ' ~ 

«=i ' 


es convergente. 


* 2 

© Determinar si la serie 'V — es convergente ó divergente. 

'4n 3 +1 


Solución 


T X 

Sea a tomemos b = - es decir: V- una serie divergente, 

4n 3 +1 « 


entonces: 


* i 

^ == lim^ = lim —^— = ->0, luego lim^->0 y V'- 
1 „-»=c4„ 3 +i 4 “f" 


es divergente, por lo tanto por la parte (i) del teorema 2.7.2 concluimos que la 


* 2 

ie ; —-— , es divergente. 
<4n 3 +l 


X 

Determinar si la serie ^sen(-) converge ó diverge. 


Solución 


Series Infinitas 
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X 

Como a„ = sen(—), tomemos b n = — es decir: %' — una serie divergente 

» n ¿—i n 


a — v f 

entonces: lim = lim-= lim nsen(-) = 1 > 0. 

n-*r. /»->■* 1 /»—>x n 


x 

A i 

Luego lim = 1 > 0 y > - es divergente por lo tanto por la parte (i) del 

o r.. i n 

n=\ 

r 

teorema 2.7.2 concluimos que la serie > sen(-), es divergente. 


2.7.3. TEOREMA (CRITERIO DE LA RAZÓN Ó CRITERIO DE 
DÁLEMBERT).- 

X 

Sea ^ "' a,, una serie infinita con a n >0, V n (de términos positivos) y 

«=i 

.• a „ +' 

convengamos que: lim —— = k , entonces: 


X 

i) Si k < 1, la serie a n es convergente. 


ii) Si k > 1, la serie y a„ es divergente ó cuando lim + * =+oc 

/J—>X 


iü) Si k =1, no se puede determinar nada. 
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Ejemplos: 


X 

Determinar si la serie es convergente ó divergente. 


Solución 


Sea a = n2 " =—=>«,., =- r, calculando el límite se tiene: 

n 2^ //+! 2 /l+l 


, a. + | .. 2" (/7 -t-1) .. n + 1 1 . 

k = lim = lim--— = lim —— = — < 1 


w-+x a, 


2 " +1 n «->* 2 n 2 


Luego por la parte i) del teorema 2.7.2 se concluye que la serie f »2 ", es 


convergente. 


. V~'Vn 3 + 1 .. 

Detenmnar si la sene > - es convergente o divergente. 

Z—< 


Solución 


Sea a„ - 


=> «,,4.1 = ■ 


(n + \Y+\ 


, entonces: 


, ,. «„+1 ,. 1 (n + 1) +1 1 

/r = lim -2Ü- = lim -r-= - 

«-**> a„ «-*» e \ n+1 e 


. vn 3 4 

Luego por la parte i) del teorema (2.7.3) concluimos que a sene ^ — 


es convergente. 


Series Infinitas 
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Determinar si la serie > - 7 es convergente o divergente 


Solución 


Sea a„ = 


yjn(n + 1 ) 


«» + i =- 


/(n + l)(n + 2 ) 


»->x a„ »-**> 7(/i+ !)(„ +2) 


-1. Luego por la parte iii) del teorema 


(2.7.3) no se concluye nada. Ahora aplicaremos el criterio de comparación por 


1 1 _ x ' 

límites como a n = - ■ ■■ , tomamos = —, es decir: ^ — es 

^/n(n + 1 ) n X-j/j 


es una sene 


divergente, entonces k — lim -f- — lim , — = 1 > 0 . Luego por la parte i) 

V"(" + ■) 

x 

del teorema (2.7.2) se concluye que la serie ^ . . 1 — es divergente 


2 7.4. TEOREMA (CRITERIO DE LA INTEGRAL).- 

Sca f uña función definida y positivos para todo x > 1 y además decreciente y 

X X 

que f(n)-a n , V neZ' . Entonces la serie infinita I /(») = ^ «,1 es 

«=1 «=1 

convergente, si y solo si, la integral impropia f f(x)dx es convergente y si 
la integral impropia r f(x)dx es divergente, entonces la serie I a„ es 

_1 


divergente. 
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Demostración 


Sea k e Z + , por el teorema del valor medio para las integrales 

pfc+1 

3 e / I f(x)dx = 1, f(e) donde: k<s<k+l, corno f es decreciente se 


tiene: a k =f(k)> f(e)> f(k + l) = a A+1 , entonces 


“ 2 f 


f(.\)dx > a k+ \ 


n n j <+ 1 " 

Luego V n e Z ^a k > i f(x)dx > y a M , de donde 

i /■—i 


*=1 í=i 


n _, + i »+i 

/-I 


a k 


Ahora veremos para el caso en que n - 4 


ÍW’ 


1 2 3 


Luego por el criterio de comparación las expresiones 



j—*. 

5 X 


, J/(x)í¿t,^a A -a, , son convergentes o divergentes 




simultáneamente. 


Seríes Infinitas 
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Ejemplos.- 


X 

Demostrar que la serie - p, N — , es convergente si p > 1 y es divergente 

Z—j n i’ 


si p < 


Demostración 


Como a n = —— = f{n) => f(x) = —, entonces: 


r±.«m f—- lim-!_/* 


r r 1 1 1 1 

: hm-[-—--] =-, si p> 1 

/>->» ( p _\)¡,p p-\ p-\ 


X 

Entonces la serie - p, > — es convergente, si p > 1; y es divergente para 
-4—» n p 

n =I 

x 

p < 1, para el caso en que p = 1, se obtiene la serie armónica / —, que es 

i-u n 

a—\ 

divergente. 

X. 

Determinar si la serie ^ \ ne " > es convergente o divergente. 

n=\ 

Solución 

Como a n = ne~" = /(«) => f(x) = xe~ x , además f(x) > 0 para x>l y f 
es decreciente en [ 1 ,+oc> 
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Luego xe~'dx=h m J xe X dx = Jim (xe ' -e ')j^ 


- lim [(be h - e b ) - 2e 1 ] = 2e~ 1 

h-+x 


• x 

Por tanto f xe~ x dx es convergente. Luego la serie s ne " es convergente. 
" »=i 

X 

Determinar si la serie > - es convergente o divergente. 

¿-J n\n(n) 


Solución 


Como u„ = —!— - f(n) => f (x) = —— > 0 para x > 2, además 
" n\n(n) ‘ .vln.v 


f\x) = —^-V<0 para x > 2 Luego fes decreciente en [2,+x>, por 
(.y ln v) : 

tanto; f j!L-= lim f-^- = lim ln(ln.v)/ = lim ln(-^^) = * 

¿2 .vln.v b-*+* ¿2 .vln.v ' 2 h-*-KC 2 

7. ^ 

Entonces se tiene que f es divergente. Por lo tanto / ■ , es 

}, .vln.v X-</)ln(H) 

“ % > 1=2 

divergente. 

2.7.5. TEOREMA (CRITERIO DE LA RAIZ O CRITERIO DE CALCHY).- 

X 

Si en la serie infinita , de términos positivos, se tiene que Jim '.¡Ja~ = k , 


entonces: 


Seríes infinitas 
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op 

i) Si k < 1, la serie ^ ^ a n es convergente 

n =I 

X. 

ii) Si k > 1. la serie ^ ^ a n es divergente 


iii) Si k = 1, no se puede determinar nada. 


Ejemplos.- 


Determinar si la serie 


*■ 1'^'" 


es convergente o divergente. 


Solución 


Como a ( , = (--)" y de acuerdo al criterio de la raíz se tiene: 

2n-\ 


k = lim <ija~ n = lim »/( --- 1 )» = lim ” + 1 = -< 1 
»->x »-**V 2/1 -1 n-+*2n-\ 2 


Luego la serie: ^ )" . es convergente de acuerdo a la parte i) del 


teorema 2.11. 


Determinar la convergencia o divergencia de la serie N (//'' 


Solución 


Como a n = («" -1)'' y de acuerdo al criterio de la raíz se tiene: 
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k = lim -■ lim ]¡(n'' -1)" = lim (n n ~ 1) = 1 -1 = O < 1 


II--+CC /»-> QO 


* ^ i 

Luego por la parte i) del teorema 2.7.5 se concluye que la serie ^ (n" -1)", 


es convergente. 


Determinar si la serie 


'«V2 + 2)" 


es convergente o divergente. 


Solución 

^ h 3 (n/2+2)" , 

Como a„ = —^- y de acuerdo al criterio de la raíz se tiene: 

3" 


I — ,. ín 3 (\/2+2)” .. \¡2+2 \¡2+2 

k = lim da,. = lim ?-= lim n"-= —-> 1 

" n-»co V 3 ” «-MO 3 3 


Luego por la parte ii) del teorema (2.7.5) se concluye que la serie 


1 « 3 (V2 +2)'' 


es divergente. 


Observación.- El criterio de comparación, es un criterio de convergencia 
para series con términos positivos, sin embargo se puede 
usar para probar la convergencia de otras series. 

00 ® 

Si ^ a„ , es una serie cualquiera de números reales, entonces ^ ' |a„|, es 

• n=l «=* 

una serie de términos positivos y por tanto el criterio de comparación puede 

X 

aplicarse a la serie ^ ' |n„| . 


Series Infinitas 
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¡2.8. SERIES INFINITAS DE TÉRMINOS POSITIVOS Y 
j NEGATIVOS.- __ 

Una serie infinita de la forma siguiente: 

X 

=a¡ -a 2 +a 3 -a 4 +... + (-])' ní a n +... 

n =1 

donde: a n >0, Vne Z , se denomina serie alternada. 


También las series de la forma: 


Ih>v 


donde: a n > 0, son series alternadas. 


-a,+a 2 -á 3 + ... + (-l)''a„ + ..., 


2.8.1. TEOREMA (CRITERIO DE LEIBNIZ).- 

La serie alternada de la forma: 



Es convergente si se cumple: 

0 0<fl «+i <a n ’ v n e z+ ’ ¡i) lim a n =0 

Ejemplos: Determinar si la serie alternada dada es convergente ó divergente. 


X 



I 
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Solución 


Como a„ =- 

ln(«) 


ln(« + l) 


■, además V n e Z , n<n+l => 


ln (n) < ln (n+ 1) =>---< —— , para n > 2 es decir: a ... < a , V n > 2 

ln(n + l) ln(«) 

'i I 

y además: lim a n - lim-= 0 . 

»-»* »-»»In(«) 

i 

y 

oc 

( .. 1 

Luego por el criterio de Leibniz, la serie alternada: / (-1) -, es 

ln(«) 

11 =2 

convergente. 

Z Hr '¥ 


Solución 


Como a„ = — =J> a„., = -- --, entonces: VneZ*. 2" < 2""' , de donde: 
" 2 " i+ 2" + 

—< — , V n > 1, es decir: a „.. < a„ , además lim a„ = 0 

->/;+ ->// w+I /; » n 


x 

Luego por el criterio de Leibniz, la serie alternada: ^ \ -l)" 

n=l 

convergente. 


y (_!)•+■-jl. 

3«-l 


Solución 


Seríes Infinitas 


n n +1 + , 

Como a n - - - => a„ +) = --- , V n e Z , 2n -1 < 2n , sumando 3 n 

3« -1 3n + 2 


3n +2n-l<3n~+2n, (n+l)(3n-l)< n(3n + 2) 


n +1 n , . , 

~ r < --- es decir: a , < a , VneZ , además:- 

3n + 2 3n-l 


lim «„ = lim - n = -J- * 0 . Luego de acuerdo al criterio de Leibniz, la serie 
«-»« *-*» 3 /j -.1 3 


alternada 




es divergente. 


NOTACIÓN.- A la serie alternada ^S\-l )" +l a„ , abreviaremos escribiendo 

H=1 

SO 

r donde: u n = H)" +I a, a |a„| = a„ 


2.8.2. TEOREMA.- 


Si la serie 


- Sw 


convergente. 


es convergente, entonces la serie alternada 


Demostración 


Como la serie > |w„ j es convergente (por hipótesis). 


Luego por la propiedad de valor absoluto se tiene: - u n < u„ < u , es decir 
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X 

O ía„ +|m /i |s 2|« /i |, de donde: la serie ^(i<„ +)//„ |), es una serie de 


términos positivos. 


X' 

Luego u n + |« n | < 2|/(,J, V n > N y además la serie ^^.2|w„| es convergente, 

n-\ 

X 

entonces: por el criterio de comparación la serie ^ ' p 1 ,, + |»,J) • es 


n x 


convergente pero ^ ' u„ « es convergente (suma de 


n=I «=1 


series de convergentes). 


Por lo tanto la serie 


ie £“«’ 


es convergente. 


a) DEFINICION.- 


•x 

Se dice que la serié alternada ^ es absolutamente convergenie, si la 

«=i 

X 

serie |n„ | es convergente. 

n~\ 

b) DEFINICIÓN.- 

X 

Una serie alternada 'N' u n que es convergente, pero no absolutamente 

n-\ 

x 

convergente, se dice que la serie ^ ^ n,, es condicíonalmente convergente. 


Seríes Infinitas 


OBSERVACIÓN.- El teorema 2.8.2. establece que toda serie absolutamente 
convergente es convergente. 

Sin embargo una serie convergente puede no ser absolutamente convergente. 


* « 

Sí la serie converge => 


es convergente. 


’ X 

converge converge. 


Ejemplos: 


(T) La serie alternada ^M-l)' +l i. _ es una ser ¡ e convergente, sin embargo la 

»=i 

X ^ . , t» 

serie > ( — í)” +l — = / — , no es convergente. 
n\ n 


La serie alternada 


. es absolutamente convergente, pues la serie 


X , , X 

Z L n« 3 V 3 . • . 1 

(-*) — = / —, es una serie geométrica con razón r =— < L. Luego 

, I 2 I 2 2 

w=1 n-\ 

x 

la serie es convergente y por lo tanto: la serie 1)" es convergente. 


OBSERVACIÓN.- Para determinar la convergencia o la divergencia de las 
series alternadas, se usa el criterio de la razón. 
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2.8.3. TEOREMA (CRITERIO DE LA RAZÓN PARA SERIES 
ALTERNANTES).- 

X 

Sea una serie alternante, tal que i<„ * 0, Vn. Entonces: 

«=i 

X 

i) Si lim ^2¿L = A < 1, entonces la serie V u„ es absolutamente 
u„ 

" « = l 

convergente y por lo tanto es convergente. 


X 

i¡) Si lim =A>1 ó lim =+oo, entonces: la serie >w„ ' 

n->x U„ «->* ll„ 


divergente. 


iii) Si lim pti±L = 1, no se puede determinar nada, acerca de la convergencia 

«-H 11 n I 

V"'' 

de la sene > u„ . 

n=\ 

Demostración 

i) Sea r un número, tal que: lim — 1 — < r < 1, es decir k < r < 1, entonces 

n-yx U„ 

como: lim ^2+L = k ( existe un número N > 0, suficientemente 

n-Kc u n 

grande, tal que: — <r, Vn > N, se tendrá que: |h v+1 | < r\u N \; 

u n 

|m w + 2 | <r u N+] ; Ib^+jI < r|u y+2 |, etc., o lo que es lo mismo:- 


Series Infinitas 
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I"v + 2| < ''K + |J<'‘ K 


N+3 <' , K + 2 <»■ K 


v p e 2+ 

Luego la serie / P \u n \ es convergente, pues r < 1 entonces: la serie 

p-\ 

» 1 1 X 

¿\ u N+p\ > es convergente, y por lo tanto la serie f u„ es 

*■1 7 ^ 

absolutamente convergente. 


Si lim 

n —>x 

«wi 

u „ 

> 1 ó 

“«+ 1 

U n 

número' f 

si > 

0, tal que: 


| m /v+i| > | m jv|» siempre que n > N. 

I.uego {» w } na |, es una sucesión creciente de términos positivos => 

X 

lim u n * 0. Luego concluimos que es divergente. 

«=! 

Ejemplos: 

X ^ 

Determinar si la serie alternada y (-l) ntl — , es convergente ó divergente ó, 

Z —t ni 


condicionalmente convergente. 
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Solución 


V i 3" 

\«+i J „ — r_lV l+2 ——- 


Como «„=(-!)" — => »n+l = ( _1 ) 


(« + !)! 


k = lim l -^- = lim -—- 1 = l> m -r = 0 < 1 

„_*» u „ (-1)' 1 3"(« + !)! «->« n +1 


n*-l 3" 

como k < 1, de acuerdo a la parte (i) del teorema 2.8.3 la serie / (—l)" v — 

n=I 

X - * „ + i 3” 

es absolutamente convergente y por lo tanto la serie j , (~0 ~~¡ e 

..-1 


convergente. 


* ? 

Detenninar si la serie alternada ^(-1)" , es convergente ó divergente ó 


condicionalmente convergente. 


Solución 


... n! (-írV + l)! 

Como «„=(-!) -pz; => »„+ 1 - ^«+2 


» . . 2" +l (« + l)l .. « + 1 

Luego /: = lim —— = lim — 2 ' ,m « - +<w • 

n-*® « n »-»* 2 2 n\ «- +x 2 

Por lo tanto de acuerdo a la parte (ii) del teorema 2.8.3 concluimos que la serie 


00 i 

(-1)"—^- es divergente. 


Series Infinitas 
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2.8.4. TEOREMA (CRITERIO DE RAABE).- 


X 

Sea y a n una serie infinita de términos positivos, si k = lim w(l - ^3-) 

j 4 «-+oo a 


entonces: 


00 

i) k> 1,1a serie a,, es convergente. 

X 

ii) k< 1,1a serie ^ ' a n es divergente. 

n=l 

X 

iii) k = 1, nada se puede afirmar de la serie ^ ' a n 


Ejemplos: 


X 

Determinar si la serie / — - es convergente ó divergente. 

11 n 2 +1 


Solución 


00 

V'' 1 1 

De la serie > — - -, se tiene: a n - —— de donde: a ll+¡ = 

'aT+ 1 « +1 


(n + l)- +1 


acuerdo al teorema 2.8.4 se tiene: 


k = lim //(l _ iíüJ_L) = lim «(i - ), k = lim «(—5—— — ) = 2 > 1 . 

"-»* a„ n-*° 1 »-*» n~+2n + 2 


Eduardo Espinoza Rumos 


Luego de acuerdo a la parte (i) del teorema 2.8.4 e concluye que la serie 




es convergente. 


x 2 

Determinar si la serie > Aj— es convergente ó divergente. 
X—< 2n~ +1 


Solución 


En la serie dada se tiene que: 


„ 2 -l (n + ir-1 n~+2n 

a =—;- de donde: a ,.., =- 5 --—;—' T 

" 2n 2 +1 2(n + l ) 2 +1 2/r+4n + 3 


Aplicando el teorema 2.8.4 se tiene: 




»->x a.. »-+® 


, (n 2 + 2 «)( 2 n 2 +1) s .. «(- 6 / 1 -3) 

/r = lim rt(l-1-5-) - l im 71 2 A r\ ^ 

«-»« (n 2 -1)(2 « 2 +4n + 3) »-->*(«--l)(2n ¿ +4« +3) 


Luego de acuerdo a la parte (ii) del teorema 2.8.4 se concluye que la serie 


*■ ■> , 
yífi-, 

¿-J2n 2 +\ 


es divergente. 


rK 

Determinar si la serie V- - -- es convergente ó divergente. 

f( 2 w + l)( 2 /?-l) 


Solución 


Series Infinitas 


135 


En la serie dada se tiene que: 


a " (2n + \)(2n -1) ^ a "*' (2« + 3)(2n +1) 


Luego por el criterio del teorema 2.8.4 se tiene: 


* = lim «(l -f¡siL) = lim n(\ -- (2/, + 1)(2w 1} ) 

n-»x a n »-»* (2w + 3)(2w + l) 


1 1 ■ ( 8 / 1 4- 4 \ 

k = lim —-———) = 2 > ! 

«-♦x 4n‘ +3n + 3 


Luego de acuerdo a la parte (ii) del teorema 2.8.4 se concluye que la serie 


<( 2 « + l)( 2 n-l) 


, es convergente. 


O0 

Z n -1 

— es convergente ó divergente. 


Solución 


Como a„ = -—r- 

2n~ +1 


2 (n + l ) 2 + 1 


luego por el criterio del teorema 2.8.4 se tiene: 


km lim «(l-5 s±L) = lim «(l- 


2n +n 


a„ 2n } +2n~-n-¿ 


Luego de acuerdo a la parte (iii) del teorema 2.8.4, no se concluye nada y por 
lo tanto la convergencia se determina por uno de los criterios determinados. 
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OBSERVACIÓN.- Como en muchos casos, las series son decrecientes, 
entonces: aquí se puede utilizar el siguiente teorema de 
Cauchy. 


2.8.5. TEOREMA.- 


Xi 

Si < a n , entonces: la serie es convergente, si y solo si, la serie 

n =I 

^ ' 2 " a T es convergente. 


Ejemplos.- 


X ^ 

Determinar la convergencia o divergencia de la serie ^ — 

;>=I 

Solución 


1 l 

Como a„ = — => , luego la serie > — es convergente o divergente si 

n-\ 

qo ce x 

^ 2 " a 2 „ es convergente o divergente, pero 1 , esta serie es 


divergente. 


( 2 ) Determinar si la serie 7 —-, es convergente o divergente. 


Solución 


n ln(n) 


2 " ln 2" 2”n\n2 


Series Infinitas 
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X Xi 00 

y 2 - flr .y 2 -.—i— y-l. 

¿r' 2 2 " n ln 2 ¿-^/In 2 

«=2 n-2 h=2 

De acuerdo al ejemplo anterior es divergente por lo tanto por el teorema 2.8.5, 

X 

se concluye que la serie / -, es divergente. 

¿-J n\n (n) 


EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


1 

Hallar la suma de la serie 7 - 

¿ n(n +3) 

n=1 


en caso de ser convergente. 


Solución 


El termino n-esimo de la serie --- es a = 

¿-¡n(n + 3) 


n(n + i) 


ahora descomponemos a n en fracciones parciales es decir: 


1 A B . , J r 

a„ = -= —l-, de donde efectuando operaciones se tiene: 

//(w + 3) n n + 3 


1 = (A + B)n + 3A (por igualdad). 


A+B=0 A 3 1 ll 1 

=> Luego a, =-= —(-) 

3/1 = 1 g-_}_ n(n + 3) 3 n n + 3 

3 


a =-(l-) 

1 3 4 
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« 2 =-( - ) 

3 2 5 


1,1 

«3 = “ (-) 

’ 3 3 3 6 


« 4 =-(---) 
4 3 4 7 


1,1 K 

a 5 =r(T-T) 


1, 1 1 , 

a n -4 =r(-7 +- t) 

3 n - 4 « — 1 


1, 1 1, 
= T (—r—) 
3 n - 3 n 


1,1 1 , 

fl »-2=T(-“-— ) 

3 n - 2 /7 +1 


1,1 1 , 

a «-l -7- 777 ) 

3/7-1 77 + 2 


1 J 1 V 

a " = 'í ( -7T ) 

3 n /i + 3 


1 ri 1 1 , 1 1 1 

•*« ~ a \ +t? 2 +••■ + «„ -t[1 + - + t-(- 77-7"* 7~7 

3 2 3 n+ 1 « + 2 n+ 3 


Sumando 


1 11 3«-+ 12/7 + 11 

S,r 3 6 (/i + 1)(/i + 2)(/7 + 3) . 


Series Infinitas 
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lim s n = tt\ entonces: 
«->« 18 


1 n(« + 3) 


, es convergente y su suma es igual a 


—, es decir: V-l—ii 
18 ¿-Jn(n + 3) 18 

77 = 1 


La siguiente serie es convergente, calcular su suma: 


tcos¿ 

77 " 


2 / 1 + 1 , , .1 , 

-J — )sen(~ -) 

n"+n n + «' 


Solución 


Aplicando la identidad siguiente: sen A. eos B — — [sen(A+B) + sen(A - 5)] 

,2/7 + 1 1 . l r .2« + 2 1 2/i + l 

cos( -- )sen(— -) = -[sen(— -) + sen(— - - -)] 

n"'+n n +n 2 n~+n n'+n n'+n 

1 2/1 + 1 -2n 1 2 2 

= -[«■«(—--) + sen(— --)] = —[sen(-) - sen( --)] 

2 /i(/i +1) /i(/i +1) 2 n n +1 


2« + l 1 1 r 2/i 2 

«„ = cos(—-)«?«(—-) = ~[sen (—) - se/i(--)] 

n +n n +n 2 n n + 1 


Como s„ = <ri| + +... + a n , entonces: 


1 2 2 2 ' 

= — [(se/7 2 - se/¡l) + (sen 1 - sen —) + (se/i — - sen —) + ... 


2 2 2 2 

+(sen - sen —) + (sen - sen -)] 

/7 — 1 n n /7 + 1 


1 2 .. se/7 2 

s„ =— (sen2-sen -) => lim s n =- 

2 17 + 1 />-*» 2 
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oo 

T V"'’ , 2n +1 1 v sen 2 

Luego > cos( -- )sen(— -) = —— 

n~ + n n~ +n 2 

«*! 

X 

La siguiente serie > -, es convergente. Calcula su suma. 

¿-jl2n-l)(2n + 5) 


Solución 


Como a„ = -, expresaremos en -una suma de fracciones en la 

(2n-l)(2n + 5) 

forma: a= -!-= ——— + —-—, de donde al efectuar 

" (2«-l)(2n + 5) 2/7-1 2/7 + 5 

operaciones se tiene: 


1 = (2A + 2B)n + 5A - B (por identidad) 


\2A + 2B = 0 
5/4-Zí ¿=1 


= l r _J_1_, 

6 2/7 -1 2/7 + 5 


’n ’t 
a, = —[1 —] 

1 6 7 


11 1 

2 6 3 r 

1 í 1 
a 2 = -[-] 

3 6 5 11 


6 7 13 


Series Infinitas 
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1 r 1 

Ü, t - 4 — [ 

6 2/1-9 

2/7 - 3 ] 

_ 1 , 1 

a n-S _ 

6 2/7-7 

2/7 -1^ 

1 r 1 

Ü " 1 = 6 2«—5 

2/7 + 1^ 


_ 1 1 

2/7 + 3 


s - = I r _l_1_, 

íl " 6 2«-l 2/7 + 5 


s„ = —[(1 + — + —)—(— - 1 --- 1 -í—)] 

6 lv 3 5 2«-1 2« + 3 2« + 5 J 


= 23_ 12/7-+36/7 + 23 

90 (2/7 + l)(2n + 3)(2 t? + 5) 


Sumando 


r 23 V 

lim s,, = — entonces > 
«+•00 "90 • Z- 

- n =i 


1 23 

(2/7 —1)(2/7 + 5) ~~ 90 


Hallar la suma de la serie infinita V arctgí -!-) 

4—r l + /7(/7 + l) 

n~l 

Solución 

Al término n-ésimo de esta serie expresaremos en la forma: 

] _1_ 

a n ~ arct 8(- - 7 --) = arctgi n n + 1 ), donde tga = - ; tgfi = — 

1 + «(/? + ]) j [ 1 I n n + l 

n n + \ 
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Luego se tiene: tg(a - p) = 


tga-tgP n ñ + 1 1 

1 + tga.tgp | | 1 1 + 77 ( 77 + 1 ) 

n(n + 1) 


tg(a - P)=- -;-77 => a - P - arctg(- —--) 

1 + 77(77 + 1 ) 1 + 77 ( 7 ? + !) 


De donde: a = arctg( -) = a- p = arctg(-) - arctg( -) 

1 + 77(77 + !) /? n + \ 


Ahora calcularnos la sucesión de las sumas parciales. 


ti 

S I 1 1 

(arctg(—~) - arctg(-)) = ~(arclg( --) - 

l +1 7 71 + 1 


arctg{ 1)) 


(Esto es por la regla Telescópica) 


1 7T 1 

s„ = arctg( 1) - arctg (--) = — - arctg( --) 

n + \ 4 n +1 


OC 

Z 1 7t 

arctgP -;--) = ltm S„ = --< 

1 + 77(77 + !). 4 


Oo 

Z arctgE -— 

1 +- /?(// 


(77 + 1) 4 


Estudiar la serie 


7 (4/7 ~ 1 )(77 + 15) 


Solución 
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Como a„ =- ~~ = b„ 

(4« — 1)(77 + 1 5) 77 


re 

Z —, serie divergente 
77 


lim — = lim • 


«-» x b n »->* (47; -1)( 77 +15) 4 


> 0 => por la parte i) del teorema (2.7.2) 


X 

se tiene que la serie: 7 --- es divergente. 

^-7 (477 -!)(» +15) 


Estudiar la serie 


sí 


e ' dx ; si converge hallar la suma. 


Solución 


Primeramente calcularemos la integral I e ^ X dx 


Sea u = sfx => x = ir => dx = 2u du 


p*- P 277 t/í7 = 2 J*77e " 7 / 7 / (integrando por partes) 

V/.v = -2(ue~“ + ) = 2( + e~^) 

| e^'dx = -2e~^(>/x +1)/" " = -2[e^ ,,+l (V^+T +1) - é (Vñ - 



w=l n=\ 

Ahora calculamos la sucesión {5 n } na) , la sucesión de las sumas parciales 
mediante la regla Telescópica. 
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n 

s„ = ~2^ (/(/) ~ f(i ~ 1)) = ~2(/ (n) - /(O)), donde: 

;=i 

/(0 = e' / ^(V^+T + l) => f(i-\) = e~^'(s[i + 1) 

II 

s„ = -2 V (V7+1 +1) - e'^ 1 (-J¡ + 1 )] - 2[e~'^ (Vñ+Í +1) - e~' 2] 


De donde: s„ = 4e - 


, 2{yfñ+\ + 1) 




como lim s„ = 4e 


íf"--'*' 


es convergente y su suma es: 


00 

H 


e~^dx = 4e~' 


Analizar la serie 


Solución 


Como a n = -—- =-- « — = b n , entonces — es una serie divergente 

l+I I n ¿—d n 

n " n.n" " =l 

(serie armónica), lim — = lim -y- = 1 > O, y de acuerdo a la parte i) del 

n~>x> b //-+<* 1 


c rj 

teorema 2.7.2. resulta que la serie -—, es divergente. 
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Analizar la serie N '-!- 

»=i » 2 log(l+-) 


Solución 


_ 11 V~'' 1 

Como a n =-— < —, V n > 1 y además / — es convergente, 

n- log(l4) ” 2 

n 

entonces por la parte (i) del teorema 2.7.1 se concluye que la serie 


«=i « 2 log(l+-) 


es convergente. 


00 

Determinar que la convergencia ó divergencia de la serie infinita ^ 


Solución 


ac 

1 1 V" -1 1 

Se sabe que, V n > 2, se cumple Ln(n) < n de donde — < --- y como / — 

n ln(n) f—dn 

n=2 

es divergente entonces por la parte (ii) del teorema 2.7.1 se concluye que la 

cc 

serie /-, es divergente. 

¿-i lnf/,1 


© Determinar la convergencia ó divergencia de la serie infinita N 1 —— 
v ' y n 


\[ñ + 3 


Solución 


Vn>l,se cumple ~Jñ + 3<4\fñ, ahora multiplicamos por — se tiene: 
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Vñ + 3 4\[ñ 4 4 

--— < -—— = —— y como 7 —— es convergente, entonces por la parte 

«' tr 

«=i 

*' ^ + 3 

(i) del teorema 2.7 se concluye que la serie infinita 7 --— es convergente. 

¿-j n > 

n =1 

Determinar la convergencia o divergencia de la serie infinita 

Z 2 + sen i (n + \) 

2" + n 3 

n=\ 

Solución 

V«eZ + , se cumple -1 < .sen'(/? +1) < 1 

1 < 2 + sar (n + 1) < 3 

. 2 + .sen 3 (n + l) 3 3 

0 < -i-T--< - r < — 

2 " + n 3 2" +n 3 2” 

X 

Z 3 1 

— es convergente (serie geométrica r = — < 1 ), entonces por la 

»=i ^ 

X> T, 

, , „ „ . , , V~' 2 +(// + ]) 

parte ( 1 ) del teorema 2.7.1 se concluye que la serie > -----, es 

n=l + ” 

convergente. 

X 

Analizar la convergencia ó divergencia de la serie ]T(-l)"(3^+4 -") 2 

/;=I 

Solución 

X X 

y ( -ir(3-" + 4~" ) 2 = y' (- 1 )” (9~" 4 -16" +2.12~”) 


- T -s- T -=— y como 
« n n 


Series Infinitas 


-Í4> 

»=1 H =1 

sus series geométricas son convergentes puesto que | r | < 1, por lo tanto; la 

X 

serie ^ ^ (—1)"(3~" +4 " ) 2 es convergente, además su suma es: 


X 

^T(-l)"(3-"+4-") 2 = 


-"\2 _ 9 16 12 

) - j + j- +-— 

l-(--) i_(—L) i_(—Lj 
9 16 12 


_1_l__ j59l_ 

10 17 13 ~ 2210 


x 

V (-1)"(3 _ " +4~") 2 = —— 

2210 

M =1 

(i?) Analizar la convergencia ó la divergencia de la serie ^~^(-l)"(e 6 ~ 3fl .5 4 ~ 2 ' 1 ) 


Solución 


X X 

^(-l)"(e 6 - 3 ".5 4 - 2 ") = ^(-ire 6 .e- 3 ".5 4 .5- 


X x 

= 625<? 6 (- 0" (e“ 3 ,5- 2 )" = 625e 6 ^ (-L_)« 


Se tiene una serie geométrica donde r =-- < 1, y por lo tanto; la serie es 

25e 3 

convergente donde su suma es dado por: 
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V(—j)"(e 6 ~ 3 ".5 4 ~ 2 ") = 625f 6 (- 25e ' ) = —— 
^ 1 25e 3 +1 


1 + — 


00 

2^(-l)"(e 6 - 3 ".5 4 - 2 ") = 


25e i +1 


Determinar la convergencia de: 0.535353... 


Solución 


Sea A = 0.535353..., se puede escribir: 


A = 0.53 + 0.0053 + 0.000053 + ... = — + +..., 

100 100“ 100 J 


de donde r = y^y < 1 ; por lo tanto la serie es convergente y su suma es: 


S3 (—) 

p_ 100 53 

, 1 09 


Determinar la convergencia de 0.012012012... 

Solución 

Sea A = 0.012012012..., se puede escribir: 

A = 0.012+ 0.000012+ 0.00000012 + ... = -^- + ——^- + ... 

1000 1000 2 I000 3 


de donde r = --< 1 ; por lo tanto la serie es convergente y su suma es: 

1000 
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1000 12 4 

1 999 333 

1000 



© Se deja caer una pelota desde una altura de 20 mts. cada vez que toca el suelo 
rebota hasta — de su altura máxima anterior. Encuentre la distancia total que 
viaja la pelota antes de llegar a reposo. 


Solución 



La distancia que recorre la pelota representaremos mediante la serie infinita. 

20 + 2(^)(20) + 2(yy) 2 (20) +... + 2(^) n 20 + ... 

La serie geométrica es convergente y su suma es: 


3 

20 + 40(—~) = 20 + 40(3) = 140 mts 
1_2 
4 


QC 

(Í 7 ) Determinar la convergencia o divergencia de la serie ^ 


-1 + sew 2 (« 3 ) 


Solución 
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V n > 1, se cumple que: O < sen 1 (n~ ) < 1, entonces' 


2" -1 < 2 " -1 + sen 1 (ir 1 ) < 2 " , por lo tanto 


0 < 2" -1 + sen 2 (n 3 ) < 2" , V n > 1, entonces: 


0 <--< — , c> 

2" -1 + sen 2 (« 3 ) 2" 


oc 

Como / — es convergente, entonces por la parte (i) del teorema (2.7.1) 

Á-j 2 " 

«=i 

X 

concluimos que la serie 7 —-t— 5 — es convergente. 

£-4 2"-\ + sen-ín i ) 


Z |sen(n)| 

—5 - 

n +1 


Solución 


Como a„ = < -^ => 

«■ +1 n +1 n ' n 


/;=1 /;=l 


sen(n) 1 v 1 , . ... , , 

Como - 1 < —r y 7 — , es convergente entonces por la parte ( 1 ) del 

«*+1 w 

n=l 

|sen(/?)| 

teorema (2.7.1). Se concluye que la serie 7 —t -- es convergente. 

1 n~ +1 


. ni 

Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 7 -——^ 


Series Infinitas 
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Solución 


„ «111 

Lomo a = -=-a — , tomamos 

(« + 2)1 (« + !)(/? + 2 ) n 2 


X 


es decir: 


es una serie geométrica. 


ci 

Aplicando el teorema (2.7.2) se tiene: k = lim — = lim-= 1 > 0 , 

«->« b n n->x (n + 1 )(« + 2 ) 

entonces , por la parte (i) del teorema (2.7.2) se concluye que la serie 


Z n\ 

- es convergente. 

(n + 2)! 


X 

( 20 ) Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 7 —=== 
w ¿-¿42n- 


Solución 


1 1 y 1 

Como a n = .- * — , entonces tomo > — que es una serie divergente 

V2/? + l n ¿-¿n 

n=\ 

entonces por la parte (ii) del teorema 2.7.2, lim—= lim = +00 , y 

X X 

Z — es divergente se concluye que 7 .- es una serie divergente. 

n Á-j42n + \ 


00 

(2l) Determinar la convergencia ó divergencia de la serie ^ 
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Solución 


„ ln(«) , 1 , . V 1 

Como a„ =-, tomemos b„ = —, es decir: / — , 

" 2" n 2 , n ~ 


es una serie 


a., .. n~ ln(/7) . V ^ 

convergente, entonces, lim — = Jim-= ü < 1 y / — es 

n-+o c h »->* 2 ' n 

" /;=! 

convergente entonces por la parte (i) del teorema 2.7.2 se concluye que la serie 
V 1 ln(n) . _ 


Z ln(n) 

—— es convergente. 


. ln( 

Determinar la convergencia ó divergencia de la sene > — 

* n * 


Solución 


ln(n) 1 , 1 

Como a n =—-, tomemos b n = — ■, es decir: > — es convergente. 

" »'+2 - “ ^ 


a„ « 2 ln(n) . 

Ahora aplicamos el teorema 2.7.2 es decir: lim — = lim —- —- - u < i y 

«->» b„ »->* /r + 2 

ri i , ln(/i) 

como ^ — es convergente se concluye que la sene / ,~1~7 es 

»=' /i 2 " =l ” + 

convergente. 

* 

Z 10” 7 

- es convergente o divergente. 

( 2 / 1 - 1 )! 

n=l 

Solución 


" (2/7-1)! 


(2/7 + 1)! 


Como a. 
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Ahora aplicando el criterio de la razón se tiene: 


k — lim 1 — lim ————-— = 100 lim-= 0 < 1, de donde por la 

a n . 10 2 .(2/7 + 1)! «->*2/7 + 1 

Z 10 2 " 

- es 

(2/i-D! 

n=l 

convergente. 


Determinar si la serie ^ es convergente o divergente. 


Solución 


Como a„ = ■ 


3" +l (/i +1)! 


; ahora aplicando el criterio de la razón 


k= lim-2Ü= lim 


3" +l .(/i + l)!./i" 


= 3 lim (-) 


«->*- a„ «->*3"./7!.(/7 + l)'' + «->*> 77 + 1 


= 3 lim [(I +—L)-<" +l *]-"<«+i> =3e -i = 2>j 

/7—>orJ /7 + 1 e 


V—1 3"/;l 

Luego por la parte (ii) del teorema (2.7.3) se concluye que la serie / —— 1 

¿—i n" 


divergente. 


Determinar si 


X 

la serie 


1.3.5...(2/7-1) 


es convergente o divergente. 


Solución 
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Como a„ =- : - 

" 1.3.5...(2/1-1) 

la razón se tiene: 


(» + D! 

1.3.5...(2n + l) 


, aplicando el criterio de 


lim = lim ^ + !=-<.!, entonces por la parte (i) del teorema (2.7.3) se 

»->*> a„ «->» 2/7 + 1 2 

X n! 

concluye que la serie > - es convergente. 

3 1.3.5...(2/7-1) 


Determinar si 


i la serie ) — 


(n + l)(ln(/7 +1)) 


- es convergente o divergente. 


Solución 


Sea a„ = - 


(n + l)(ln(/? + 1 ))‘ 


- = /(«) /(: x) = 


(,v+ l)m (.y + 1) 


(x+l)ln (x + l) 


\ -= üm Í 

2 (a + 1) Ji 


■ = lim -- 


1 ! h 


(A- + l)ln 2 (A- + l) ln(.v + l)/ i 


b->x\n(b+ 1) ln 2 ln2 ln2 


• r 


(A+l)ln 2 (Y+l) ln 2 


, es convergente 


■fj 

Luego la serie > -y es convergente. 

( (/7 + l)(ln(n + l))‘ 


X 1 urctg(n) 

Detenninar si la serie / —=-- es convergente. 


Series Infinitas 
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Solución 


arctg(n) arctgx 

Sea a =—--= /(«) => /(.y) = —-- entonces: 

n~ +1 + + I 


f lim ff2H££* = |¡,„í2H£i/' 

Ji x ¿ +1 J x“ +1 2 / i 


- lim ( arc! S 2 ^ arctg 2 ( 1 ) _ n~ re _ 

2 2 8 32 32 

entonces la integral impropia es convergente, por lo tanto la serie 


X 

S arctg(n) 

—r- es convergente. 

n 2 +l 


Determinar si 


i la serie 7 - 

¿-'Mr,)]" 


es convergente. 


Solución 


Sea a =- * = f(n) => f(x) = - \ 

[ln(//)] ln,n) (ln(Y)) ln(r) 


entonces: f — ——dx = | 6 ^ , de donde: 

J (lnx) nv J n2 f 


y = ln x => x — e y dx = e'dy 


” „ 

ahora consideremos la serie 7 — es convergente, por el criterio de la razón 

¿—a n 



156 


Eduardo Espinoza Ramos 


lim = O < 1, la serie convergente, luego por el criterio de la integral 

m—><» a 


r e' 

—dy , es convergente y como: 


(" 4 *, 

¿ (ln*)"' y 


se tiene que: 


f —— es convergente, por lo tanto la serie ^7*-¡- 7 — es 

(ln jc) nv tln(«)] 


convergente. 


00 

Z 135 1 ) 

( ' - ———) p , converge para p > 2 y diverge para p < 2. 
2.4.6...(2«) 


Solución 


Aplicaremos el criterio de la razón: • 

1.3.5...(2/j — 1) ,, _ / 1.3.5...(2if+l), p 

Sea °-* ( => a «+i =( 2.4.6...(2n + 2) 


k = lim C ^~ = lim ( 2n + * ) p = 1, no hay información 
n->» a„ «->* 2n + 2 

Ahora aplicaremos el criterio de Raabe. 

!_ ( 2«L±i)/' 

lim «( 1 -^íí±í-) = lim «(!-(——-) p )= l¡m- ^n+ _ 2 — 

n->® a n->x 2n + 2 »-»x 


, n x 2 ,2h + 1 \p-i _ P 

= lim 2 /j(- --) (——r) -7 

/i->* 2/7 + 2 2/7 + 2 2 


Y de acuerdo al criterio de Raabe se dice que: 


Series Infinitas 
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Si ^ P > 2 => la serie converge, si p > 2 


Si — < 1 => p < 2 => la serie diverge, si p < 2 


Verificar que la serie ^(n/TTÍ-VTTT) 

, converge. 


Solución 


Sea a„=V^(V772-V^) = -_Í4=* —* — 

\n b + 2 -s¡n b + \ » 3 f 

n l 

Luego />„ =— ^7 — es una serie convergente, ahora aplicamos el 

„i »=1 „2 

criterio de comparación por límite. 


• ■ a „ y 'fñ('¡u +2 - 7n 6 + 1 ) 

lim -4- = lim —^-¡-i = lim 

O,, »-»x I //— >x 


_£_ 

—r(yjn b +2 +\Jn b + 1 ) 


1 1 

= lim „ -===== = - > O 


X 

Por lo tanto + 2 -7771) es convergente. 


Estudiar la serie —!—+—?— + —?— + ... 

21n2 31n3 41n4 
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Solución 


1 1 4 

21n2 + 31n3 41n4 


CC 

...=V— 

i n ln n 


Sea f(x) =-, f continua V x > 2, aplicando el criterio de la integral 

x ln .r 

f * fJx ,+» 

—- = ln(ln x) = ln(ln(+oc)) - ln(ln 2) = +oo, entonces 
jtlnx ' 2 

X ^ 

f ~ ~— es divergente, por lo tanto la serie / —— es divergente. 

A-ln.v ¿-rfnlnn 

«=2 

Analizar la convergencia o divergencia de la serie ^ (~)jct[(^-)/ r] 

«=i 

Solución 

1 ,n + L 1 . zr. 1 zr 

a = (-)sen (-—)k = -sen(7t + —) = — sen — 
n n n n n n 

Para analizar la convergencia o divergencia de la serie usamos el criterio de 
comparación por límites, es decir: 


Sea b„ = —- de donde 
n 2 


1 .n 
— sen (—) 


X. 

15 


es convergente. 


— sen(-) ^ 

y m ^iL = lim—--— = lim — sen— = 1 > 0 y como la serie / b„ , es 

n —>x b n —>x 7T n-*x Jt 11 , 


convergente entonces la serie ^ )5en[(—— )x] es convergente. 
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X 

^3/ Analizar la convergencia o divergencia de la serie /r ( 




Solución 


« =« 2 ( l±í^)». a „ lica 


(- - -)” , aplicando el criterio de la raíz tenemos. 


k = lint (¡/ñj = lim ; i //r(-- — )" 

n->x n-»x y 9 


k = lim(Vñ) 2 (— + -■ ) = —±cc (oscila). 

ír-xe 9 9 9 


entonces se tiene: 


X 


2/5 + (- 2 )" „ 

(---) es divergente. 


X 

Analizar la convergencia o divergencia de la serie ^ —ZL 1 — y 

¿~‘n 2 (n + 2) 2 ’ 


converge calcular su suma. 


Solución 


e 11 + 1 1 , 1 

Sea = 17 . ~ ~2 ' * T => Sea b n = T 

n (n + 2) n n' 


a„ .. ir (n + 2) 2 n 2 (n + l) , „ 1 

lim — = lim-¡-= lim —-- = 1 > 0 y como > —, es 

b„ »-»* «->*«-(« + 2)- ¿-¿r? 

n 3 

convergente entonces por la parte (i) del teorema (2.7.2) se concluye que 


Z n +1 
. n 2 (n + 2) 2 


es convergente. 
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Ahora hallamos su suma 

n +1 4n + 4 _ (n 2 + 4n + 4)-n" 

U " _ n 2 (n + 2) 2 ~4n 2 (n + 2) 2 4n 2 (n + 2) 2 



i ( JL_L_ 

4 V (n + 2) 2 



_1_ 

(« + 2) 2 



Calculamos la sucesión de las sumas parciales, para esto aplicamos la segunda 
regla telescópica. 


s„ = -- V (—- -) = --[/(« +1) + /(«) - /(O - /(O)] • donde: 
4X-r (, + 2) 2 i 4 


/(/—1) = ——y => /(') = —'7T 

(/+2) 2 (í+ir 


/(n + l) =-- —- => /(«) =-- 

(n + 2) 2 (n + 1 


/(D = - =* f(0)=l 


11 1 1 n _A_I ( _!_, 1 ) 

4 (n + 2) 2 + (n + 1) 2 4 16 4 (n + 2) 2 (n + 1) 2 

5 1 r 1 1,5 

lim s„ = hm--[-r- +-rj - — 

»-►» «->*16 4 (n + 2)" (n + 1)" 16 


Z n + 1 .. 5 

-- = hm s„ = — 

n 2 (n + 2) 2 16 


X 

Estudiar la convergencia o divergencia de la serie ^ 


n 2 °V3+(-!)")" 
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Solución 


Como 41 + (-!)" =,¡3 ?1 => V3 +<-!)" < V3 + 1, VneZ + 

=> [Vs+í-irr< ( V3+D" => » : uo (V3+(-in^n 2oo ( V3+iy 

6 " 6 " 


Es decir: H-I)T < n^/3 + IT VneZ , 

. 6 " 6 " 


t /;200 / j y/ 

Ahora analizaremos la serie ^-—-— ^ por e j 

Am*mJ fJ* 


criterio de la raíz, es 


decir: k = lim = lim J " —- = —- +l lj m () 200 = ~^ + l 


Como entonces lo serie 

6 2-W A" 


es convergente, 


luego por el criterio de comparación la serie V -—^ + ( ^ ^ 


convergente. 


1 ^ *) 3 / 

Detenninar si la serie: — + (—)' +(—) 3 + ... + (--)"" 1 +... es convergente o 

2 3 8 3n -1 

divergente. 

Solución 

La serie dada se puede escribir en la forma: 


X 

Z (~ r ) 2n 1 donde a n = (-- , ahora aplicamos el criterio de la raíz. 

3/7 — I S/7 - 1 
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k = lim l¡/a7 - Iim »/(—^—)" = lim —| < 1 , entonces la serie 
a -** n-»x\ 3« — 1 «-»» 3n — 1 3 


ce 


es convergente. 


Calcular la suma de la serie ^ 


^ 3n 2 + 5 n + 2 _ 

~f n(n +1 )sjn 2 + 3« + 2[(n + \)\ln + 2 + n\¡n + i ] 


Solución 

Para calcular la suma de la serie, tratamos de simplificar el n-ésimo término de 
la serie, esto es: 

_ 3 n 2 +5/7 + 2 _ 

n(n + \)sln 2 +3jj + 2[(« +1 )sí¿+2 + Wñ+7] 

(3;r 2 +5 /m-2)[(m + 1)V»i + 2 -wVn + 1] 
n(n + \)\ln 2 +3n + 2[(n +1) 2 (w + 2) - « 2 (« + !)] 


(«+ 1X3*1 + 2) 1_ I ) _ 1 1 

(/j + 1)(3/j + 2 ) n-v/rt +1 (n + l)\/n + 2 nyjn +1 (n + \)\Jn + 2 


00 30 ^ 

«%//7 +1 (/H-l)VrT+2 


«=1 /f=l 


Ahora calcularnos la sucesión de las sumas parciales. 


/; II 

'sr' _j_ i y 1 l _ i ) 

" i-Ji + 1 (i + \)\J¡ + 2 (/ + l)Vr + 2 isli + 1 


■5, 
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= -(/(«) - /(O)) = -(-4=—7=) 

(« + 1WW2 V2 


II ,. 1 

s "~V2~ ( , I+ i)V¿7i ^ ít s " = v2 


„=i n(n + \)yjn 2 +3« + 2[(// + l)V« + 2 +nJn + \] sÍ2. 

Estudiar la serie y en caso de convergencia calcular su suma 

V ln(l +-!-) 

n(n + 2) 

lt =I 

Solución 

Primero analizaremos si la serie es convergente y para esto aplicaremos el 
criterio de comparación por límites. 


Sea a = ln(l +- l - -)»-!-= h 

n(n + 2) n(n + 2) " 

convergente. 


*n(n + 2) 


, que es una serie 


ln(l+--) 

lim — = lim-_ jj m „(„ + 2)ln(l +-í-) 

«-*<*> b n 1 »-►* n(n + 2) 

n(n + 2) 


= lim ln(l+-!-)" ( " +2) =lne = l>0 

»-+x n(n + 2) 


X ^ X 

Y como -— es convergente => ^ ' inri 


H-) es una serie 

/j(« + 2) 


convergente. 
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Ahora calculamos el término n-ésimo de la sucesión de las sumas parciales, es 
decir: 


s n =a, +a 2 

a, = 2 ln 2 - ln 1 - ln 3 
« 2 =21n3-ln2-ln4 
a 3 = 21n4-ln3-ln5 
a 4 = 21n5-ln4-ln6 
a 5 = 2 ln 6 - ln 5 - ln 7 


a„_ 3 = 2 ln(/i - 2) - ln(« - 3) - ln(n -1) 
a n _ 2 = 2 ln(« -1) - ln(« - 2) - ln(«) 
=21nn-ln(«-l)-ln(n + l) 
a n = 21n(/i + l)-ln«-ln(n + 2) 


s„ = a, +a 2 + ... + a n = ln 2*ln(n + l)-ln(n + 2) 
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s n = ln 2 + ln(-) de donde lim s n = ln 2 

n + 2 «-»« 


Z ln(l +-!-) = ln 2 

«(« + 2 ) 


^ V^n 600 ( 2+ (-!)")'' 

(39J Estudiar la siguiente serie y --—-— 


Solución 


V n e Z + , 2 + (-l)"<3 => (2 + (-l)")" < 3" 


h 6° 0 (2 + (- i )")^ 3 " w 6° 0 ji6qo , , 

9" 9" S' 


n m 

Ahora analizamos la serie y —— , por el criterio de la raíz. 


I 600 j j ■ ^ /7 UWU 

k = lim !'/-= — lim= — < 1 => la serie ) - es convergente, 

«->* y 3" 3 «->* 3 ¿—t 3" 

n=\ 

... V n 600 (2 + (-l)")'' 

y por el criterio de comparación la sene y -—--, es también 


convergente. 


Analizar la serie 


1 2" +n 2 +n 
ln(n + \)2" +[ 


y si converge halle la suma. 


Solución 
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» "i rc 

Z 2" + «“ +« I V'' 

——rr^7-T/ , 
«(« + 1)2 ¿ 


IT i 


Á-Jn(n + 1 ) 2¿—J2" 

n =1 »=1 


Como n + 1 > n => n(n + \)>n 2 => - 7^—7 <~r - v " e Z ' 

«(h + 1) «' 

Como la serie es conver 8 cnte ’ entonces la serie ^ — 


«(« + 1 ) 


convergente. La serie — es convergente por ser serie geométrica con 

n-i 

r = - < 1 como la suma e las series son convergentes, entonces la serie dada 
2 

es convergente. 

Ahora calculamos la suma de cada una de las series: 


/ j»(n 4 .lt ¿L-j n « + 1 n + \ n 

n =1 n =I "- 1 


s “ , "“Z ( 7TT'7 ) - </( '' , " /(0)> " ( ^' 1) 

/ = ] 

ao 

5 = l + !— => lim s„ = 1 de donde / — — = hm s„ = 1 

" „ + \ „-+* " Z—í«(« + l) «-*• 

' n=\ 


Además sabemos que : ~ ~~^T ~ ~'' 


¿-¡2" ,1 '2' 

1-2 


Series Infinitas 
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¿Para qué valores de “s” converge y para cuales diverge la serie 
Vr 1 .3.5.7...(2»-l) lSo . _ 

/ A~-> ^ 6 g p. 1 •’ justificando con los criterios ya conocidos. 

n=\ 


Solución 

Para determinar los valores de s para la convergencia o divergencia, 
aplicaremos el criterio de la razón. 

fl = [H: 5 - 7 -(2«- 1 ) ls _r l.3.5.7...(2« + l) 1 , 

" L 2.4.6.8...(2«) J " " +i 2.4.6.8...(2« + 2) 

r l.3.5.7.,.(2« + l) -u 

t , i, m ^- lim J , , im (iniy , 

»-»* a n <i->xr l.3.5.7...(2«-l) Ts »->* 2« + 2 

1 2.4. 6 . 8 ...(2«) J 

entonces no podemos afirmar nada, en este caso aplicamos el criterio de 
RAABE, para lo cual hacemos. 


a „+\ _ 1 ( 2« + l ^ 1 

- 7 => (-- -) =-, entonces: 

a +1 2« + 2 a +1 


a(2« + l) s +(2« + l) x =(2« + 2) i a = (^±l) s _i 

2« + l 


na = n(l +- ) s - n 

2 n + V 


: = „[ I + ,(_!_) + + ... + __L_ ] _ „ 


2« + r 2! '(2« + l) 2 


(2« + l) J 


, n s(s-l) n « 

na = n + s -+ —- - -+ . + - n 

2/J + l 2! (2« +l) 2 (2« + l) 5 
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s s s 

lim (na) = — , la serie converge si —>1 => s> 2 y diverge — ¿ 1 =$ s < 2, 

n— 2 2 2 

por lo tanto la serie dada converge, si s > 2 y diverge, si s < 2. 

r. 

Analizar la serie / - -r , donde “k” es una constante. 

“?( lo g”) 

Solución 

Hacemos log« = í< => 10" = n => 10"* =« U . 

Si k > 0 => = logo' * => u = Alog/t 1 * . 

i i 1 i I 

Sabemos que: logn <n, V/j > 2 => log n k <n k => k\ogn k <kn k =>u<kn k 

i i i I 

log(/i)<£n* ro u<kn k <kn k => log (n)<kn k => (logn)* < A*« 

oc 

1 1 1 

=> —— <--. Como > — es divergente, entonces: 

k k n (logn)* 

n—\ 


Z —|—, diverge V k > 0. 
k k n 


y_j_, 

"(log nf 

n=2 


es divergente V k > 0. 


Determinar si la serie alternada 
condicionalmente convergente. 



es convergente, divergente o 


Solución 


Series Infinitas 
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Como u„ = 


(- 0 "« 


(-1)" +1 (« + 1) , 

"«+> =-^71-’ l ue g° 


■ _ ll n+\ i- 2”(n + 1) n + 1 1 

k — lim — lim-—— = lim-= — < 1 es decir k < 1 y de acuerdo 

'?->» m„ »-»« 2 n »-»* 2// 2 

a la parte (i) del criterio de la razón para series alternadas se concluye que la 

X 

serie alternada ^ (-1)" ~, es absolutamente convergente y por lo tanto la 


Z (-l)"« 

--— es convergente. 


Z e n 

(—1)”— es convergente, divergente o 


condicionalmente convergente. 


Solución 


Como u„ = 


(-l)V’ 


(-i )"-V +1 , 

»,,+i =-:-. luego 


k = Jim ÍÍ2±L = iim -Hl — 
»-** «„ "->«(« + l)e‘ 


— = «?>!, de acuerdo a la parte a (ii) del criterio 


de la razón, se concluye que la serie ^ ^ " es divergente. 


Determinar si la serie alternada 


yH 

" n 


(-l)' ,+l /7 2 


-—-— es convergente, divergente o 


condicionalmente convergente. 


Solución 


Aplicando el teorema 2.8.2 se tiene: 
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- /_jy,+l 2 ^ 

7 -—-——- = 7 -, de donde: por el criterio de la integral la serie: 

a ; 3 + 2 ¿-¿ n } +2 

n=\ n =1 

00 2 x 2 

Z —^—, es divergente, por lo tanto la serie / (— 1 )" —r-, no es 

/i 3 +2 «+2 

n=\ ”=l 

absolutamente convergente. 

Ahora aplicaremos el criterio de Leibniz, es decir: 

2 . j,2 

Como a n = —^ — => a n+] = —— r -de donde: a , < a , V n > 1 

a ; 3 + 2 (« + l ) 3 +2 


' 2 x 2 

y además lim« n = lim — - -= 0. Luego la serie 7 (-1)”-j—~ > 

«-><* fl-XE + 2 * 1 w +1 

«=i 

condicionalmente convergente. 


00 

Determinar si la serie alternada / (-l )" +1 - 7 — 77 - 

«(!"(«)) 


divergente o condicionalmente convergente. 


— es convergente, 


Solución 


De acuerdo al teorema 2.8.2 se tiene: 


CC X 

Z (-l)” + '- . * ;v— =Y — ’ de donde por el criterio de la 

w(ln («)) 2 ¿rfn(\n(n))- 

X 

integral se tiene que la serie: 7 —— . , - ry es convergente, por lo tanto la 

X-^/;(ln(n)) 

n—¿ 

x 

serie alternada > (-l)" +l -r- > v , es absolutamente convergente y desde 

bt (" ln (")) 

luego la serie es convergente. 
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00 

(47) Determinar si la serie alternada (-l)"( ~- - + * )" es convergente, 

< 3a;+ 1 


divergente o condicionalmente convergente. 

Solución 

De cuerdo al teorema 2.8.2 se tiene: 


X . . X 

Z ( - 0 ”(t——)” =, y (—--)” , de donde de acuerdo al criterio de la 

3a;+ 1 ¿—t 3a;+ 1 

n= I n=| 

X 

raíz se tiene que la serie: 7 (-)” es convergente, luego la serie 

; 3aj + 1 

»=1 

X 

alternada 7 (-l)"(-)", es absolutamente convergente y por lo tanto la 

■£—< 3;; +1 


serie alternada es convergente. 


Determinar si la serie alternada 




n- 1 1.4,7...(3a; -2) 
7.9.1 l...(2n + 5) 


es convergente. 


divergente o condicionalmente convergente. 

Solución 

Aplicando el criterio de la razón se tiene: 

l.4.7...(3»-2) ' , 1 4.7...(3w + ]) , 

"■ - ( 0 líTC&TT) » mT¡:.. ( 2»h. 7) ■ lueg0 

/ r t;.., t 3 a; -f 1 3 3 

at - lim -= lim-= — > 1 , como k = —> 1 , de acuerdo a la parte a 

»-+* u n n-»« 2 a¡ + 7 2 2 

(ii) del criterio de la razón se concluye que la serie alternada 


Z " , 1.4.7..:(3aj + 1) 

(- 1 ) -, es divergente 

7.9.11...(2a;+ 7) 6 
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Determinar la convergencia o divergencia de la serie 


cfc 1 2 n 

^ * n~ 2 (e' 1 +c?" +...+ e") 


Solución 


12 - srp 1 

Sea a„ = h' 2 (<?" +e» + ... + <?"), y tomemos la serie > 7>„ = } ~ - fi ue es 

__ i ..—1 


n=l n=l 


divergente (serie armónica), ahora aplicamos el criterio de comparación por 
limite. 


1 “ ~ n I v ^ ~ f 1 

lim — = lim ~(e n +e" +... + e») = lim - } e" = I e = e-1 > 0 

n —foc ¿j ;i-+x /| tí—**) fl / ~ J J) 

n n=) 

x 

y como "S' — es divergente, se concluye que la serie: 
n 

n =i 

* 1 2 n 

^j^n~ 2 (e n +e" +... + e") es divergente. 


1 2 n 


- [|cos —+ 21] 

Analizar si la serie > -"- es convergente. 

n=i 

Solución 

[|cos — + 2|] 2 + [| eos—-1] 3 ^3 

Sea a„ =- f n --- = => ^ - es convergente 

y como a n < b n entonces por el criterio de comparación se concluye que la 
* [|cos —+ 2|] 

X _n_ pg rnnvproentp. 


serie 


, es convergente. 
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Ahora calculaiemos la suma de la serie. 


V'[|cos„ +2 l] [| COB3ir+ 2|] [|coSy+2|] [|cos^+2|] [|cos^+2|] 

/ “-I---h----1- — _ 


[|cos —+ 2|] [|cos-^ + 2|] [|cos^ + 2|] 


+ "^— + ‘ 


_ 1 2 1 1 1 2 2 2 

3 3 2 + 3 3 + 3 4 + 3 5 + 3 6 + 3 7 + 3 ir + ’" 


- [|cos— + 2|] 
> _ n. _ 


148 ,2_ _2_ 2_ 

243 3 6 + 3 7 + 3 8 


.)=ili + VA 

243 ¿—t 3" 

n=6 


Z 2 _ 3 6 _ 2 _ 2 _ 1 
3" , 2 3 5 ~ 32 16 


"=(, J 1—j 


reemplazando (2) en (1), y 


^[|cos—+ 2|] 
_ n J 


148 _ 2369 

243 16 ~ 3888 


2.10. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

1. Hallar la suma de las series infinitas en caso de ser convergente. 


© y—i— 

^ Z-í(2n-l)(2n + l) 


Rpta. — 

2 


X 

© I 


(4//-3)(4/í + l) 


Rpta. - 

4 
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© I 


■Jn + l—n 


Rpta. 1 


® 2X' (W+ D^ 

«=i 

- In(ÜÜ) 

© Y- -”- - 

v - y ¿-a\n(n).\n(n + \) 


Rpta. 1, P>0 


X 

© 


Rpta. — 

4 


X 

© Y 


(w + 2)(2« + 2) 


Rpta. - 


® Y-^— 


Rpta. 1 


- ln((l + i)"(« + l)) 
^ 2^1n(n)".(ln(« + ir + ') 


X 

® I; 


2 ( W + 1) 2 


Rpta. 1 


X 

© I 


«(w + l)(w + 2) 


Rpta. - 
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® Bw-w' 


® tv- 


00 

®z^- 


Rpta. - 


2" + 3" 




X 

® ^( 2 ~' ,+r "> 


Rpta. - 


©É“- 


R P ,a. -- 


© I»’' 


X ■ 

@ z 


I COS-- + 1 |] 
n 


® z ^ 


(« + l)(« + 2)(w + 3) 


Rpta. — 

12 
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6o) (sen—-sen ——) 

w n n +1 


Rpta. sen I 


© I 


n(n + !)(« + 3) 


Rpta. - 


* [|«n—+ 3|] 

® S—í- 


63.2 10 +1 


® I 


(4« -h l) 2 -4 


X 

© ^V"+e") 


Rpta. Divergente 


® £Vl)" 


_i 2n + l 
n(n + l) 


Rpta. 1 


® z 


n(n + !)(/; + 2) 


Rpta. — 

4 


X 

© X (_l) " 


^2-3/j ^4-2« 


® Z 


(« + 1)(h + 2)(« + 3) 
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® 1 


(n + x)(n + x +1)(« + x + 2) 


2(,v + l)(.v + 2) 


® t- 


1)(a: + m)(j: + « + 1) 


2x(.v + l) 


(4?) ^(n/^-2V^+I + 7^) 


Rpta. 1-V2 


@ 111 1 

-1-1-h ... H-K 

1.2 2.3 3.4 «(« + 1) 


Rpta. 1 


111 1 

43} ——(-1-K..H-H. 

1.4 4.7 7.10 (3/i-2)(3w + l) 


Rpta. - 


S il 1 ^ 

VO + 4il + "' + J(2n-l)(2n+\) + ' ' 


Rpta. Divergente 


© Rp „. ' 

W (n + 3) 4 (n + 4) 4 6' 


4b) Una pelota se deja caer una altura de 12 m cada vez que golpee el suelo 
salta a una altura de tres cuartos de distancia de la cual cayo. Encontrar la 
distancia total recorrido por la pelota antes de quedar en reposo. 


47) Se deja caer una pelota una altura de “a' 1 metros, sobre un piso horizontal, 
cada vez que la pelota choca contra el suelo, después de caer desde una 
altura h rebota hasta alcanzar la altura rh, siendo r un número positivo 
menor que 1. Hállese la distancia total recorrido por la pelota. 
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(48) ¿Cuál es la distancia total que recorre una pelota de tenis antes de llegar al 
reposo si se deja caer desde una altura de 100 m y si, después de cada 

caída, rebota hasta — de la distancia desde el cual cayo? 

20 

(49) Un triángulo equilátero tiene catetos de 4 unidades de longitud, por lo 
tanto su perímetro es 12 unidades, otro triángulo equilátero se construye 
trazando segmentos de recta que pasan por los puntos medios de los 
catetos del primer triángulo, este triángulo tidne catetos de unidades de 
longitud y su perímetro es 6 unidades, si este procedimiento se puede 
repetir un número ilimitado de veces ¿Cuál es el perímetro total de todos 
los triángulos que se forman? 

(50) Después de que una mujer que anda en bicicleta retira los pies de los 
pedales, la rueda de freno gira 300 veces en los primeros 10 seg. luego en 

4 

cada período sucesivo de 10 seg. la rueda gira — partes de lo del primero 

anterior. Determinar el número de rotaciones de la rueda antes de 
detenerse la bicicleta. 

Determinar la convergencia o divergencia de las series infinitas siguientes: 


© 14 - 

n + n 


Rpta. Convergente 


® lúi 


Rpta. Divergente 


© 


Rpta. Convergente 
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® z 



© z 

»=1 



Rpta. Divergente 


Rpta. Convergente 



Rpta. Divergente 


Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Divergente 
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Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Converge 


Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Convergente 


Rpta. Convergente 


Rpta. Divergente 


Rpta. Diverge 
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Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


.Series In finitas 
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® Í£í 

W=1 

Rpta. Diverge 

© f n + 2 

j—d n(n + 1) 
n -1 

Rpta. Diverge 

n =1 

Rpta. Diverge 

x 4 /- 

© iv* 

n=l 

Rpta. Diverge 

® l 2 T 

n=l 

Rpta. Converge 

® ±7 

/> = I 

Rpta. Converge 

n-\ 

Rpta. Diverge 

® 

Rpta. Converge 


" _l n(n 2 + 1) 2 


Rpta. Converge 
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Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta* Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Series In finitas 
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Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Eduardo Espinazo Ramos 



Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 
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© 5>v 

• M=l 

Rpta. Converge 

© É” 5 '"’ 

«=i 

Rpta. Converge 

® 5*1. 

Rpta. Diverge 

© rr* 

n =1 

Rpta. Converge 

0 y(»+iX»+2) 

n= 1 n ' 

Rpta. Converge 

(S) y (n+3)! 

' ¿^iy n \y 

n -1 

Rpta. Converge 

© H- 

0=1 

Rpta. Converge 

@ y ——— 

¿—t 1.3.5.7.9.,.(2/i-l) 

«=1 

Rpta. Converge 

1 

___ 00 W+- 

© i * ; 

Tf(n + ±y 

n 

Rpta. Diverge 
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Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 
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00 

y— 1 

¿—t n ln(/i). h 


ln(n).ln(ln(«)) 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 



Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 
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Sucesiones y Series Infinitas 

© z^ 

n=3 

Rpta. Converge 

© y 1 2 

Rpta. Converge 

© y 1 2 

v_y z-((2w+i) 2 
«=! 

Rpta. Converge 

(l£4) y' arcsen(-~=) 
n -1 

Rpta. Diverge 

©ÍTT7 

/í=l 

Rpta. Converge 

©Zí 

>i=l 

Rpta. Converge 

© t ' 3 

Z_rf n (ln(n)) 3 

n~ 2 

Rpta. Converge 

(156) ) -- 

n.\n(n) 

w=10 

Rpta. Diverge 

oo 

(l48) ^ esc/»(») 

íi=1 

Rpta. Converge 

^(4«-3)(4h + 1) 

n=l 

Rpta. Diverge 

© Z 1 "^» 

(1=1 

í‘ 

Rpta. Diverge 

© ¿7 

n =1 

Rpta. Converge 

© y 

Viy ' n ln( a;) 

n=2 

Rpta. Diverge 

© Z'5 1 " 

«=l 

Rpta. Converge 

© y 1 , 

' s —^ «(In(w))" 

n=2 

Rpta. Converge 

© y 1 

W („))* 

/!=2 

Rpta. Converge 

(S) t 2 2/i+3 — 

^ n 1 +3n + 2 
íi=i 

Rpta. Diverge 

© ZO“‘ 

«=l 

Rpta. Converge 
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00 

y< 3 " >* 

4 -J 2n-l 

n=i 

Rpta. Diverge 

.-. X 1 

(nT) JV+ir 

n=\ 

Rpta. Diverge 

2 "~ [ 

n" 

,i=i 

Rpta. Converge 

n=\ 

Rpta. Diverge 

X 

Y( " y 

Z-V+2 

n=\ 

Rpta. Converge 

0 £» 3 (V5 + (-in- 

,,=i 3 

Rpta. Diverge 

X 

!>' 

/#=1 

Rpta. Converge 

© t ' 

^ tfsln 2 +l 

Rpta. Diverge 

4 

n 

Z-j 2 n 

ñ—\ 

Rpta. Converge 

©Sí 

«=1 

Rpta. Diverge 

* 4 

V" 1 n 

Z~n" 

n=\ 

Rpta. Converge 

©S¿T 

n= 1 

Rpta. Converge 

y , (n + l) ff 

^ e" 

n= 1 

Rpta. Converge 

,i=i 

Rpta. Converge 

k 

X 

Y 

2L* 2/1 + 1 

/ 7 — 1 

Rpta. Converge 

© ¿< sena r 

/l=l 

Rpta. Converge 

X <5 

I? 

Rpta. Converge 

■ 

© X ( 7=—r~ :1 

n=2 

Rpta. Diverge 


«=i 
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(K) vij- 3 - 5 - 7 -( 2 ”-i> 

Luí 4.6.8...(2« + 2) 




n 2 +n + 2 
ln(« + l) 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Converge 


Rpta. Converge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 


Rpta. Diverge 
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(S) Y>"« 

Rpta. Converge 

(S) y l ? 5 - c ' ■’ 

Y-/ L-j 4.8.12..,(4n) 

n -1 

Rpta. Diverge 

, GO 

© y- 1 —— 

nln(n)(ln(ln(n))) 

Rpta. Converge 

© y^v 1 ).^ 1 ) 

n n n 

n=\ 

Rpta. Converge 

© ¿((" +1 )" +1 fl+1 )- n 
n=l n n 

Rpta. Converge 

(S) ( 4 ) 2 + 7 + ‘(j 0 ) 2 + -- + ( 1;i + i) 2+ Rpta. Converge 

(0) 3 + ( s )‘+( 7 ) 3 + - + (^' +1 )"+ • Rpta. Diverge 

^ ^ 3 3 

(l 96) / — Rpta. Convergente (sug. —<— -) 

' s >-^' n\ ni n i 

n =i 

(m) Y—i— 

¿-a ln(n).ln(/r + 1) 

n=2 

Rpta. Divergente (sug. probar que 

00 

/ — - diverge) 
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00 ”. j 

- Rpta. Divergente (sug. comparación / —) 

l + 21n(n) ^-^3 


(íw) — 

V-V ¿-i,, 2 -sen 2 (100") 


® té 


Jñ \[ñ 2 

Rpta. Convergente (sug. —-< -y— < — ) 

« -sen 100 rr -1 n 


\n +1 1 . 

Rpta. Divergente (sug. —-> , , ■■) 

n 3 ln(/i) nln(n) 


20l) Demostrar que la serie \ es convergente si y solo si P > 1. 




202) Demostrar que 


solo si P> 1 


X 

la serie ^ — 


ln(/i).(ln(ln(rt))y 


es convergente si y 


Ejercicios sobre convergencia y divergencia. 


oc. ^ ^ 

^03) Analizar la convergencia de la serie 


Rpta. Con\'erge para a > I 


_ X 

(204) Analizar la serie ^ (;/ ln (““) “0 si es convergente ó divergente. 


Rpta. Divergente 


Sucesiones y Series In finitas 
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( 205 ) Demostrar que la serie de términos positivos "S '-í- 

converge si a > 1, diverge si a<l, y que si a = 1 solo .converge 
cuando p > 1. 


^ 1 ip ... y 

(20ó) Analizar la serie —tg"(a + —) 


Rpta. tg a > 1 Convergente 


tg a < 1 Divergente 


Estudiar según los valores de a y p la serie: 


y M )'V'(i n (íí±i))/» 

n -1 


Rpta. p > a Convergente 

P < a Divergente 


r. i 

En la hipótesis en donde la serie y son convergente se 


pregunta: 


J. 

a) ¿Es convergente ^ V i 3 


Rpta. Si 


x 

b) ¿Es convergente y a„.b„ ? 


Rpta. Si 


c) ¿Es convergente > >A ? 


Rpta. Si 
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d) Si la sucesión {«,, es monótona, demuestre que la serie 


X 

Y *a ñ b n es convergente. 

n =I 

(209) Para que valores de r converge la serie 7 —— , .. 


Rpta. r > 1 


( 2 T 0 ) Prueba que la serie Y' - '^~ n ~ - x - ) /) , converge para P > 2 y 

2 . 4 . 6 .. .(2n) 


diverge para P < 2 (criterio de Roobe) 


Analizar la sene V 2A68 - (2 ”> 
aCal.3,5.7..(2n-l) 


Rpta. Divergente (criterio de Raabe) 


Analizar la serie N ' ——r— 7 -—— , ■ _ 

^ln(«)".(ln(ln(,»))) s 

Rpta. Si S<1, la serie es Divergente. 

Si S > 1, la serie es Convergente 

Determinar para que valores del parámetro “a” converge y para cuales 

X _ 

diverge la serie Y(sf777-n 2 ) 


Rpta. Converge para a < 1 y diverge para a <1 


Series Infinitas 
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( 2 T 4 ) Demuestre que I n s (\Jn + I - 2\[ñ + Jn -1) converge para S < — y 


diverge S > — . 

2 


Pruebe 


«-■ n+— 

que } —-—-— diverge 


Cfa 

Determinar la convergencia ó divergencia de la serie Y, 


1 (ttn\ 

n cos'C—) 


Rpta. Converge 


Determinar la convergencia ó divergencia de la serie 


\¡2n- \ ln(4n + l) 
1 n(n + \) 


Rpta. Converge 


X 

^ ea ’ ( a n > 0) divergente. Si S n = ai + a 2 + .... + a„ demostrar que: 


V a " 


i) / —-— Diverge 

tr l+ »' 


x 

¡i¡ ) Converge 


X 

ii) ^ Diverge 


X 

Sea Y, a „ (a„ > 0) una serie convergente, demostrar que la serie 


a„.a n+ \ Converge. 
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( 220 ) Sea {a„}„>| decreciente, (a n > 0) Si ^^a„.a „ + 1 converge, demostrar 

fl=l 

X 

que la serie a ,, converge. 


( 22 T) Determinar la convergencia ó divergencia de la serie —- 


3"+4«* 


Rpta. Converge 


__ X 

(22^ Demostrar que ^ ' C es divergente. 


IV. Detenninar si la serie dada es absolutamente convergente, condicionalmente 
convergente ó divergente. 


© ÍZ© 


Rpta. Absolutamente Convergente. 


© Z H) "'Z 

11=1 

©s^r 

n=l 

© Z ( - ,r !í 


Rpta. Absolutamente Convergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 
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227) Y(-ir— 1 — 

(2n—ni 


Rpta. Absolutamente Convergente 


X 

Z (-D" '-— Rpta. Absolutamente Convergente 

n(n + 2) 


(229) JYn" 


;?(ln(/j )) 2 


Rpta. Absolutamente Convergente 


X 

(23@) ^ \ ~l)' lfl —y-^ Rpta. Absolutamente Convergente 


© ¿H, 


„ («'.y 

(2//)! 


Rpta. Absolutamente Convergente 


2 ) ^ (~l)" +l —Z Rpta. Divergente 


d" h 

s, 


Rpta. Condicionalmente Convergente 




n síñ 


Rpta. Condicionalmente Convergente 




„ 1.3.5...(2n-l) 3 


.4.6...(2/j) 


Rpta. Absolutamente Convergente 
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Rpta. Absolutamente Convergente 


_ JO 2 

(237) ^T\-l)' 1 n , Rpta. Divergente 


1 ln(e'' +e~") 


©1^ 


(-D" 

r> 2 (« + l) 


«=i ln(l h—) 
n 


n =1 

© I sen(ln(«» 


Rpta. Condicionalmente Convergente. 


(Sug. e" +e-'" <2e") 


Rpta. Absolutamente Convergente 


• 1 

(sug: ---<--—) 

/iln'(n + l) /iln"(n) 


Rpta. Divergente (sug: lim u„ *■ 0) 


Rpta. Absolutamente Convergente 


Rpta. Divergente 


© I 1 " í —dx Rpta. Absolutamente Convergente 

/l=l 

cc 

Z e 

-) 
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® Z ln( " sen—) Rpta. Absolutamente Convergente 


(sug: /; sen — <1 => ln(/?sen — )<0) 
n n 


OP 

(24fy ^V l)"(l-Ksen-) Rpta. Absolutamente Convergente 

//=i n 

00 

(24^ ^ \ -l)"(l-cos—) Rpta. Absolutamente Convergente 


© Ze»' 


aretg(---) 

2n +1 


Rpta. Condicionalmente Convergente 


© Z-V-Tt- 

n-\ /7(1+ —+ ...H-) 

2 n 


© Z H) 


»(«—!) 100 
(“—) 


Rpta. Divergente 


Rpta. Absolutamente Convergente 


sen(l I//) 


sen( I 


Rpta. Absolutamente Convergente 


! 1 sen(-) j 

(sug.: sen — < — de donde-— < — ) 

n n n n~ 


© z (sen(—)) 2 


Rpta. Absolutamente Convergente 
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0 z^ 

rt=1 

Rpta. Absolutamente Convergente 

@ £l + cos<™) 

H = I 

Rpta. Absolutamente Convergente 

_ Y 

/VA V 1 sen(/Tn) + sen(2/r«) 

2, i 

n- 

Rpta. Absolutamente Convergente 

©Í35 

//=1 

Rpta. Absolutamente Convergente 

63) y ( - 1 r 3e, ' (n \ +cos(3 " ) 

V-X Z—r /T +/i 

w=i 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© Í>C i 
*1=1 

Rpta. Divergente 

(S) ynr' 

W/ Z^ln(n + l) 

. //=! 

Rpta. Condicionalmente Convergente 

©Z^ 

n=\ 

Rpta. Divergente 

© Z ( -' r ' <2„ + l)f 

n-1 

Rpta. Absolutamente Convergente 



t(-f4 

n2 

n= 1 

Rpta. Divergente 

(262) 

00 

Z'-'r'^ 

n=l 

Rpta. Absolutamente Convergente 

(D 

Z ( - ,r ? 

/»=l 

Rpta. Absolutamente Convergente 

(D 

Y (-ir 1 

^ w 3 + l 

Rpta. Divergente 

(D 

y ( -ir'— 10 , 

" =1 (5n-2)4 

Rpta. Condicionalmente Convergente 

(26ó) 

V( ir in+2 

n +1 

»=! 

Rpta. Divergente 

© 

¿í-ir 3 " 5 ’-' 

W=I 

Rpta. Absolutamente Convergente 

^6s) 

írrr 

//=1 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

y (-ir 1 

¿i tn 

Rpta. Condicionalmente Convergente 


n=\ 
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(D 

y (-1 )" + 'n 
lOOOn+ 10„ 

n= 1 

Rpta. Divergente 


oc .. i 

V 1 H) 

Z^(2rt-1)! 

n=l 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

* „ i 

V H) 

1) 

Rpta. Divergente 

(D 

CO „ 1 

y (-i)"' 1 

^ («!) 3 

n=l 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

2 

X 1 ( l)"" 1 ^ 

Lu ’ n 4 +2 

B=t 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

2- „ 2 

w=l 

Rpta. Divergente 

® 

ao „ , 

y (-5) 

J-S n.n\ 

n=\ 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

y (-i)”“'«! 

Á-j\3.5...(2n-\) 

n =1 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

«=1 

Rpta. Condicionalmente Convergente 



V, ir 2.4.6...(2/;) 

1.4.7...(3/;-2) 

/»=! 

Rpta. Absolutamente Convergente 


t ( - ir 'sen(^) 

¿md(2n — \) sfñ 

n= i 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

ttrir 1 ; 

^ ;; 2 +l 

/! = 1 

Rpta. Condicionalmente Convergente 


(-l)V 

Rpta. Divergente 


"=' (n 2 +l) 3 


(D 

2 1, 

/í=l 

Rpta. Absolutamente Convergente 

® 

V 1 (—!)"« 

^(« + 1)<?" 

Rpta. Absolutamente Convergente 

© 

00 * 

!<->»■ F 

n-1 

Rpta. Absolutamente Convergente 

(28ó) 

y (-D"« 

2 W 

w=i 

Rpta. Absolutamente Convergente 

® 

y (-o" 

ln(n) 

«=! 

Rpta. Divergente 
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\fñcos(im) 


Z sln cosO 

(«j +1)(« + 2) 


Rpta. Absolutamente Convergente 


-eos"A 

y—i. 

¿-J n\ 


Rpta. Absolutamente Convergente 


(29o) y 1 —^—— Rpta. Condicionalmente Convergente 

W Z- ,0^ + 1 


@ ^(-1)" 


\/n +1 - \[ñ 


Rpta. Absolutamente Convergente 


, v« + l -Vñ 

(sug.: -<- 

n 


Z 4 + sí 
n 


4 + sen(n) 


Rpta. Absolutamente Convergente 


© QC 

> (-1)'"' tg(—p) Rpta. Absolutamente Convergente 

ny/rr 


cc 

© Z H) " 


(3/7 +1)! 


(sug.: tg(—U-)<—¡=) 
r¡yjn n\Jn 


Rpta. Absolutamente Convergente 


& 5> n 


„_I 1.4.7...(3/7-2) 
7.9.11. ..(2/i + 5) 


Rpta. Divergente 
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Rpta. Absolutamente Convergente 




„ ln(/; + l) 


Rpta. Condicionalmente Convergente 


00 ■ 

® X H) 


„ 6 / 7 “ -9/7 + 2 


Rpta. Condicionalmente Convergente 


© Z h) "5 


Rpta. Divergente 


^__ X ^ 

^Qo) ^^(-l)" +l ■——- Rpta. Condicionalmente Convergente 


1 (—1)" /z 7 7" 


Rpta. Absolutamente Convergente 


: sen(^+ «(•?)) 


Rpta. Convergente 


( 303 ) Calcular la suma de la serie: —í —1 --— + ——h... Rpta. — 

V-/ i.2.3 2.3.4 3.4.5 4 


r \ V 1 

304) Estudiar la serie > ---, si converge calcular su suma. 

^—s 1 (n + a)(n + a +1) 
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Hallar la suma de la serie 


JVir'i 


„_i 2w 3 + 33w 2 + 183/7 + 341 


(// + 5) 3 (/7 + 6) 3 


Rp„. - 


Hallar la suma de la serie 


1 2n } (n + ])" 


Determinar la convergencia o divergencia de la serie. 


=o 1 

¿-i n 2 +1 




converge 


Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes series. 


X x 

a) Yi-±- H -irk b) Y[- 

4/7-1 n n 


+ (-l)" — ] 
+ 4« +1 n 


« 2 [——r 


Estudiar según los valores de a y b la serie siguiente 


y ( _ ir ^ [ln( íL±i)f 

X—( /7-1 


Las siguientes series son convergentes, calcular sus sumas. 


V^3n + 2 

a) ¿77 


2/? + l 

b) > arctg(----) 

¿■u 6 l + « 2 (« + l) 2 


Series Infinitas 
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Calcular la suma de la serie Y* — - ^ 

¿-‘2 n -l 

n—\ 

Estudiar las siguientes series. 


6 n" -9n + 4 




¿-i (2«)! 


Analizar la convergencia o divergencia de la serie. 


Z 1 1.3 1.3.5 V 1 ' 2 3 4 

rrimr- b) L 2 =log T +log i +log i + - 


Analizar la siguiente serie, 
-v Y f" sfx , 


IM 


“f ^ (* + «)(* + «+ 0^ 


Rpta. Diverge 


Sumar la serie ^ 


(2 + 3/?)(5 + 3/7)(8 + 3/7) 


— X 

@ Sea y ( -l)"[—-arctg.(ln(n))] analizar. 


Demostrar que la suma de la serie de término n-ésimo 

lililí 3 

o r+o- 7 + Z -7 + 7-r~7-> tiene como serie -ln2 

8n-7 8n-5 8/7-3 8//-1 4/7-2 4/7 2 


es decir 


Z r i i i i i i 3 

L-+-+-+-]=—ln 2 . 

„ = i 8//-7 8/7-5 8/7-3 8/7-1 4«-2 4// “ 
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319 Sumar las series: 


“> I 

«=i 


(-l)''~'(2w 3 +3w 2 +3/t + l) 
w 3 (n + l) 3 


1 _ 4w + 8/7 _ 

< (2« +1)(2« + 3)(2« + 5)(2n + 7) 


Y m .g.( 4 " 1+6 ; !+4 ' , 4 + ') 

4+ v l + « 4 (« + l) 4 ’ 

77=1 ' ' 


y 2 + 3(n-l) 

Z-j n(n + \)(n + 2) 
/»=! 

a ; 

Al = 1 

0 

x ? 

y- 

¿-d n! 

»»=i 

00 

y 1 

¿-¿n(n + 1)5” 

fl=l 


ac 

Y «+i 

¿-4 n! 

n= 1 

n J 

y» (-l)"- 1 2” 

Z-J (2/1 + 1)! 

«=i 

j) 

X 

yV’ -5") 2 .7’ 2 " 

n-l 


& Estudiar la convergencia de la serie. 

X 

a) sen — 

00 

o y —i— 

<(n + l)ln(w + l) 


¿ 3 ” sen3 (^r)» a>0 


00 

-> I 


eos" (n + 1) + 4 


3" + n 3 


Series Infinitas 
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© 

Determinar la convergencia ó divergencia de la 

serie. 


X 

(2 3 4 n + 1 \ 

3 4 5 n + 2 

Rpta. Convergente 

© 

Detenninar la convergencia ó divergencia. 



Y 1 -6- ,,1 M5«-4) 
d Zj 2.6.10.14...(4/7 - 2) 

17=1 

Rpta. Divergente 


b) y | - 3 - 5 - 7 - (4 »- i) 

Zw 2 . 4. 6 . 8 ... (4") 

77=1 

Rpta. Divergente 

(D 

, • j i T¡p(p + \)(p + 2)(p + 3)...(p + n) 

analizar la conv ergencia de la serie / —----- - - 

" (q + \)(q + 2)(q + 3)...(q + n) 

77=1 


Rpta. i) q > p +1 converge (por Raabe) 



ii) q<p+l diverge 



¡ii) q = p + 1 diverge 


a ]+ i 

^2^ í " ( A ‘ 12 + -v IH + A ' S + * A + A ' 4 + * 2 + 8) ' 2 dx Rpta. Diverge 

M-l 0 

© 

Hallar la suma de las series. 



Y fl/i 2 +37/J + 34 

Z^( W + l)(« + 2)(n + 3)(« + 4) 

»=l 

_ 11 

Rpta. — 

4 


b) y 

+l)(n 2 +2n + 2) 

77 = 1 

Rpta. i 





@ X“'' V 4 

Estudiar la serie -y-j- y en caso de convergencia, hallar la 


327) Estudiar la convergencia de las series. 

a) b) Y[ f +x r +( -i r\] 

l—i 4n-l n n + 4/7 + 1 n 

w=l n -1 

«, p¿±2L f 


i 
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Una serie de la forma: c 0 +c ] ( í x-a) + c 2 (x-ay+.... + c n (x-a)" + , es 

decir: 

X 

Y c »(*~ g )" ~ c o +c,(.v-a)4 c 2 (x-a) 2 + .... + c n (x~a)" + . 


donde: a y los c¡, i =1,2.n son constantes, es llamada serie de potencia en 


r. 

Cuando a = 0, se tiene la serie ^ ' c„x" que se denomina serie de potencia en x 


OBSERVACION' 


l u Cuando x toma un valor particular, obtenemos una serie numérica de los 
que ya se ha estudiado. 

2 o Si una serie converge para ciertos valores de x, podemos definir una 
función de x'haciendo: 

X X 

/(-v) = ó g (,) = £, r v" 

n=0 n=0 

donde el dominio de estas funciones son todos los valores de x para los 
cuales la serie converge. 
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3 o Para determinar los valores de x. para los cuales la serie de potencia 
converge, se usan los criterios anteriores, especialmente el criterio de la 
razón. 

PROPIEDADES.- 

Consideremos la serie de potencia siguiente: 


/ /„(*-«)" 

n=0 _ 

1“ Si esta serie diverge para x - a = c, entonces diverge para todos los 
valores de x, para los cuales ! x - a | > | c I. 

2 o Si ésta serie converge para x - a = b, entonces es absolutamente 
convergente para todos los valores de x para los cuales I x - a | < I b I. 

3 o Se cumple exactamente una de las condiciones siguientes: 

i) La serie converge solamente cuando x -a = 0 

ii) La serie es absolutamente convergente para todos los valores de x. 

iii) Existe un número P > 0, tal que la serie es absolutamente 
convergente para todos los valores de x, para los cuales I x - a I < P 
y diverge para todos lo valores de x, para los cuales ¡ x - a I > P. 


DEF1NICION.- 

i) El conjunto de todos los valores de x, para los cuales una serie de 
potencia converge, se llama intervalo de convergencia. 


¡i) El número P > 0 de la propiedad 3" iii) se llama radio de convergencia de 
la serie de potencia. 


Series de Potencias 
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OBSERVACIÓN.- Si P es radio de convergencia de la serie de potencia 

X* 

/ \c„ (x-a)" , entonces el intervalo de convergencia 

H=0 

es uno de los intervalos siguientes <a - p, a + p>, [a - p, a + p> , <a - p, a + p] 
y [a-p, a + p] 

Ejemplo.- Hallar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 

00 J 

Z — y el radio de convergencia. 
n 

n=\ 

Solución 


X X 

Sea it„ = — => tt N + ¡ = 1 -, luego por el criterio de la razón se tiene: 

n n +1 


= |.y| lim-= l.vl <; 


como | x I < 1 => -1 < x < 1. 

Ahora analizaremos para | x | = 1, es decir para x = ± 1. 

c: __ 


"" +l - lim 

*" +l 

/7 + 1 

— lim 

n y' ,+i 


*" 

W~» 00 

(n + l).v" 


n 




Si x = -1 se tiene 




es convergente. 


X 

Si x = 1 se tiene > — divérge (serie armónica). 

í—í n 


Luego el intervalo de convergencia es [-1,1 >y el radio de convergencia es p =1 
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DIFERENCIACION DE SERIES DE POTENCIAS.- 


x 

Sea ^jjT' c M (x-a)" una serie de potencia con radio de convergencia p > 0 y si 


X 

/ (x) - /> c n (x-a)" , entonces existe 
»=o 

X 

/'(a) - / ' n c n (x-a)" \ , V x eco- p,a + p> 

n =1 

Además, p es también el radio de convergencia de ésta serie, es decir, si p * 0 
es el radio de convergencia de una serie de potencia, la cual define una función 
f, entonces f es diferenciable en <a - p, a + p> y la derivada de f se puede 
obtener derivando la serie de potencia término a término. 

INTEGRACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS.- 

x 

Sea ^ \ n (x-a) n una serie de potencia con radio de convergencia p > 0 y 
//=0 

00 

f(x) = c„ (a- a)" , entonces f es integrable en todo subintervalo 

n=0 

X OC 

cerrado de <a-p,a + p>y j y-jCx-u)'" 1 donde: 

* n =0 "=0 

xe <a - p, a+ p>, además p es también el radio de convergencia de la serie 
resultante. 


Es decir: Si p * 0 es el radio de convergencia de una serie de potencia, la cual 
define una función f, entonces f es integrable en todo subintervalo cerrado 
de <a - p, a + p> y la integral de f se obtiene integrando la serie de potencia 
término a término. 
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3.6. SERIE DE TAYLOR.- 


Sea y ' c n {x-a)" una serie de potencia con radio de convergencia p, 
h= o 

entonces definimos la función f de la siguiente forma: 


f(x) = c 0 +¿ 1 (x-a)+c 2 (x-a) 2 +.... + c„(x-a)" +... ... (1) 

Para todo x e <a - p, a + p>. 

Ahora buscaremos la relación que existe entre los coeficientes 
c 0 , C|, c 2 ,....,c„,., con la función f y sus derivadas al evaluar en el punto a. 


f(.x) = c 0 +c¡(x-a) + c 2 (x-a) 2 +c 3 (x-n) 3 +. => f(a) = c 0 


f \x) = c, + 2c 2 (x - a) + 3c 3 (.r - a) 2 +. 


f\a) = c, 


f "(a) = 2c 2 + 2.3c 3 (a - a) + 3.4 c 4 (a - af +. 


=,^>=c 2 

2 ! 


/'"(a) = 1.2.3c 3 +2.3.4c 4 (A-u) + 3.4.5c 5 (A-a) 2 +. 


r\a) 


f( n \ a \ 

/ ( ”'(a) = 1.2.3..../1C,, + 2.3....(« + l)c n+1 (a-u) +. => ---— =c„ 


Reemplazando c 0 , c,, c 2 ,..., c n en la ecuación (1) 


2! 3! n! 
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por !o tanto: f(x) = (.y - n)" 

n\ 


Luego a la serie de potencia de la función f, representado por: 

oo /v 

/"" (n) 

f(x) = y - -(,v -a)" se denomina serie de Taylor alrededor del punto a 

* n\ 


OBSERVACIÓN.- Si en la serie de Taylor f(x) = S ——(.y -a)" 

x—J n\ 

n= o 

hacemos a = 0, se tiene la siguiente serie. 


' f W ( 0) x n 

I «I 


A esta serie se llama serie de Madaurin. 


Ejemplo.- Desarrollar en serie de Maclaurin la función /(.y) = e ' 


Solución 


f(x) = e x 
,f\x) = e x 
f\x) = e* 


/( 0 ) = 1 
/'(O) = 1 
f\ 0) = 


f in) (x) = e x / < " ) (0) = 1 


Como el desarrollo de la serie de Maclaurin es: 
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m-m+n . 

2! n\ 


X 2 X 2 Y 4 x" 

Al reemplazar (1) en (2) se tiene: f(x) = 1 + yh -+-i-f-...- 

2! 3! 4! n\ 


V-v" 

Ax) = e'=y — 

x—j /?! 


EJERCICIOS DESARRQLLADOS.- 

Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 

Z í-iyoc+i)" , ^ J 

-- —- - y el radio de convergencia. 

«=i ^ n 

Solución 

„ (-i)"(x+ir _ (-ír'oc+ir 1 

Sea it„ - —v _ 


3V W “- +1 3 n+l .(/i +1) 3 

Ahora aplicamos el criterio de la razón: 

u +1 3".t7 3 (-1)" +i (y + 1)" +i |x + l| /• n \ 3 |* + l| . 

hrn = lint — > . Z . L = I-1 i, m (- Y = i——1 < 1 

n->x u„ »->« 3 ,,+ (/7 + l) J ’(-l) , '(.Y+l)" -3 «->» n + 1 3 


(-ly ,+l (*+l)' ,+i 


-Y + 1 

Como -< 

3 


y 4- 

: -<1 => .y + 1 <3 =>-3<x + l<3 

i 


-4 < x < 2 


Ahora analizaremos cuando —— = 1, es decir para x = -4, x - 2 
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Z (-l)"(-3)" i 

-;— = 7 — es convergente. 

3".« 3 

«=1 n=\ 

x 

Six = 2 se tiene / (-1)" — es convergente. 

, » 

n=\ 

Por lo tanto el intervalo de convergencia es [-4, 2] y el radio de convergencia 
es p = 3. 

Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 

^(—1)" + V) 2 (.v —2)" , 

> - y el radio de convergencia. 

tí 2".(2w)! 


Solución 


Como u„ = 


(-l)" +2 («!) 2 (-2)" 


(-l)" +2 ((n + l)!) 2 (.r-2)" +l 


2".(2n)l 2" 

Aplicando el criterio de la razón se tiene: * 

L. I I v»I 


2" +l .(2« + 2) 


lim 

«.+1 

- lim 

//—>x 

U n 

n —►x 


x-2 (n + 1) 2 |a--2| 

2 n->«4n" +6« + 2 8 

Como |jc — 2| < 8 => -8<y-2<8 => — 6 < jr < 10 


Ahora analizaremos para --- = 1, es decir para x = -6, x = 10 

8 


Si x = -6 


' (-l)" +l (n!) 2 (-8)" 
i 2"(2n)l 


es divergente (criterio de comparación). 
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Z (- 1 )" +I (n !) 2 8 " 

-——-- es divergente (criterio de comparación). 

2"(2n)! 

W=1 

Luego el intervalo de convergencia es <-6, 10> y el radio de 
convergencia es p = 8. 

» „ 

Z x n 
(- 1 )" — 
ni 

»=o 

y el radio de convergencia. 

Solución 


Sea u n =(-!)"— => u n+l =(-l)' ,+! —-aplicando el criterio de la razón 




ni 

se tiene: 


lim 

m »+i 

= lim 



oo 


(-l)" +l «!/ +l 


= |y| lim- = I x | .(0) = 0 < 1 V x e R. 


v—i v" 

Luego la serie de potencia 7 (-1)"-— es convergente, V x e R y el 

ni 

n =0 

radio de convergencia p = oo. 

Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 

» 

Z n 1 y 

(—1)" - y el radio de convergencia. 

n=o 3 

Solución 


0 (-l)' , flljr" 

Sea u„ = -—- => u „ + 1 = 


(-l)' ,+l (n + l)!x" +l 


por el criterio de la razón se tiene: 
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lí n+1 

= lint 

«» 

/T—>CO 


(-iV'+V + qi.y"^ 

< i\« ..i„n -jn+1 


" +l 3" , n + \ 


= Lvl Iim-= + r c 

1 3 


L.uego para x # 0, —- -» oo, cuando x -> oo , por lo tanto la serie de 
potencia converge cuando x = 0 y el radio de convergencia es p = 0. 
Determinar el intervalo de convergencia de la serie de potencia 

Z n !(.v - 3)" 

- y el radio de convergencia. 

1.3.5...(2n-l) 

«=0 

Solución 

„ «!(x-3)" (« + 1 )!(jv-3)" +i 

" 1.3.5...(2n-l) 1.3.5...(2 /h-I) 

por el criterio de la razón se tiene: 

lina ^ - lim (^ 1 ) ! (-v- 3 )"- | ( 1 . 3 , 5 ,^ 2 n-l) 

"~> x U„ «->* /7l(x-3)"(1.3.5...(2/7 + 1)) 

= lim I x - 3 | = lar - 3 | (—) < I 

»-»« |V 2/i + r 1 'V 

=> | x - 3 | < 2 => -2 < x - 3 < 2 => I < x < 5 

Ahora analizaremos cuando |.v - 3| = 2 es decir para x = -1, x = 5 

Z w t/_4)" 

-;- es divergente (probar). 

1.3.5...(2/7-1) 

> 1=0 

n \2 n 

Si x = 5 se tiene ; - : - es divergente (probar). 

¿-M.3.5...(2/7-l) 
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Luego la serie de potencia converge en <1, 5> y el radio de 
convergencia es p = 2. 


(¿) Estudiar la serie 

nOn 


Solución 


^ sen(/i .y) . 

Consideremos la serie > -=—como sen n" x <1 

nyjn 


V n e Z + a V x e R 


sen(/¡".v) 


. V 1 

— 7 =— S —-, y como la sene > —— , es 
nyjn n n iu 

<i=i 


convergente 


convergente. 


|sen(/7 H .v) 

nsfñ 


es convergente, luego es absolutamente 


Representar en serie de Maclaurin a la función f(x) = e ' 


Solución 


X X 

Seconoceque g(x) = e' =l + .v + — + -— + .... 

2! ni 


f(x) = g(-x 2 ) = e r =\-x 2 + — + .... + (-1)" — + .'... 

2! n\ 
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® Desarrollar en serie de Maclaurin la función f(x) = sen x. 

Solución 


/ (x) = sen x 

m=o 

f\x) = cosx 

fX 0) = i 

/"(x) = -senx 

/"(0) = 0 

f”\x) = -cosx 

u 

o 

II 

1 

/’”(x) = senx 

/'”(0) = 0 

/' (x) = cosx 

rx o)=i 

/ v '(x) = - senx 

/ v ’(0) = 0 


Como la serie de Maclaurin es: 

Z f^(0)x n 

=/(OH/’(0)* + 

n\ 


/"(Q)-v 2 , /"’(0)-v 3 , 


Ahora reemplazando (1) en (2) se tiene: 


ft \ * A ' 5 xl lV > * 2n+l 

f(x) = senx = x-+-+.+ (-l) -+ ... 

3! 5! 7! (2« + l)! 


oc 

/(x) = senx = ^\-l)" 


x 

(2n + \)l 


Desarrollar en serie de Maclaurin la función f(x) = sen h x. 

Solución 

O 

c x — é~ x 

Se conoce que: senh .v =--- y además se tiene: 
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2 3 n 

X X X 

e =l+x + — + — + .... + — + . 
2! 3! n\ 


-x , X 2 * 3 , ,sn x " 

e = l-x +-+ .... + (-1) — + . 

2! 3! w! 


v 3 V 5 r 2 " +1 

e x -é~ x = 2x + 2(—) + 2Í—) + .... + 2(- - ) + . 

v 3! 7 v 5! 7 v (2n + l)! 7 


x 3 x 5 x 2,,+1 

- — X H-1-h .... -I-+ . 

2 3! 5! (2n +1)! 


/(x) - senhx = - 


i(2n + \)\ 


Probar que 


00 

E í-l^x 2 ''= — l —, sobre <-l,l> 

1 + x 2 


Solución 


Mediante la serie geométrica convergente se tiene: 


l+x+x 2 +.+ x" *+.... =-, para |x| < 1, valiéndose de esta serie 


tenemos: 


oo 

]T(-irx 2 '’ = l-x 2 +x 4 -x 6 +x 8 +... 


= l + (-x 2 ) + (-x 2 )‘ + (—x 2 ) 3 + (-x 2 ) 4 +... 


1 I 21 1 

-r- , para x < 1 

l-(-x 2 ) 
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00 

Luego ^Vl)"x 2 " =- 


-, para | x | < 1 


puesto que: x 2 < 1 => |x| 2 <1 => |.v| < 1 


a: 3 x 5 x 7 

Mostrar que: arctgx = x—- + — - — + si |x| <1 


Solución 


De acuerdo al ejercicio 10. se tiene: 


= 1-x 2 +x 4 -x 6 +x 8 -x 10 +... , para |x| < 1 


Ahora integramos esta serie término a término. 




arctg x = x- — + si |x|<l 

3 5 7 


Obtener una representación en serie de potencia de --. 

(1-x) 2 


Solución 


De acuerdo a la serie geométrica convergente, se tiene: 


1 n—\ I I 

-= l+x + x +... + X +..., si | x | < 1, derivando miembro a miembro se 

1-x 
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—-—- = 1 + 2x + 3x 2 +... + («- l)x" 2 + nx" 1 +... 
(1-x) 2 


00 

Z n x"-' =-—, para | x | < 1 

íl-xl 2 


@ Verifica que: £ 


(2w-l) 3 


Solución 


, V sen(nx) ,, sen(nx) 1 

La serie > --—, es convergente V x, pues--—- < — y como 

11 n~ n~ 


ao x 

^ ~Y, es convergente, afirmamos que ^ ' sen(m) , ^ convergente, Vx, a la 


E sen(nx) 

--— expresaremos en la torma: 

n 2 

n =1 


Z sen(/u) 

— r - = senx 


sen2x sen3x sen(nx) 

+-+-+ ... +--— + ... 

4 9 n 2 


Integrando miembro a miembro de 0 a rc se tiene: 




sen 2x sen nx , 

+-+ ... +- + ...)dx 

4 2 


/ cos2x cos3x eos nx\ / 7 

= (C0SX +-+-h ... +- r—1 / 

v 8 27 n 1 7 o 
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= -[(-,+—-- + —-— + ...) 

2.4 3.9 4.16 5.25 ' 


/. 1 1 1 1 \ -i 

- (1 +-+ —- +-+-+ ...) 

v 2.4 3.9 4.16 5.25 ’ x 


2[l H—í—I í = 2Í1 +~y + 4t + ... + ----T 

3.9 5.25 J L 3 3 5 3 (2n-l) 3 


ao 

/Lun„- 


(2/i — 1) 


A ' n~ (2 /? — 1 )‘ 


Encontrar una representación en serie de potencia 


i de: jT e ‘ c 


Solución 


Y" -i 

Se conoce que: e' =l+x + : — + ... + — +.ahora reemplazamos x por —t~ 

2! n\ 

- i / 4 t~" 

se tiene: e~‘ = l-/ 2 +— + ....(-1)" — + ... 

2! n! 


Luego integramos miembro a miembro de 0 a x. 


T - r / 4 í 6 i 2n 

|e-'^=|(l-t 2 + - + - + ... + (-l)''_ + ..> 


P f (-1)V" +I V / 

— yt -h-h ... H-H...) / 

3 2!5 3! 7 n\(2n + \) / 


!(2n + l) o 
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3 2!5 3! 7 '" + n!(2/j + l) + '" 


Ji «!(2n + 


Calcular aproximadamente con tres cifras decimales el valor de: 


Solución 


De acuerdo al ejercicio 14 se tiene: 




r , -V 3 .v 5 .V 7 

J, 3 2! 5 317 

i 

Í2 1 1 1 1 

I e dt = -+-+ ... 

2 24 320 5370 


para x = — se tiene: 


= 0.5 -0.04117 + 0.0031-0.0002 + ... = 0.4614 

Encontrar una serie de potencias en x que sea convergente a la función 
ln(l + x) 


\ + x 2 


Solución 


De acuerdo a la serie geométrica convergente se tiene: 

—— = \+x+x 2 +...+x"~' +..., si | x | <1, ahora reemplazamos x por -x se 
l-.v 


■ = 1 -A‘ + .V 2 -X 3 +... + (— I)" x" +... SÍ | X | < 


Integrando miembro a miembro se tiene: 
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x 2 x >’+' 

ln(l + x) = x- — + — - —+ ... + (- 1 )" —- + ... 

2 3 4 n +1 


Nuevamente en la serie geométrica reemplazamos x por - x~ obteniéndose la 


¡- = 1 ~x 2 +x 4 -x 6 +.., + (-l)''x 4 '' +... si [ X ¡ < 1. 


Multiplicando las dos series se tiene: 


ln(l + x) x“ 2 3 x 4 13 s . i i . 

—-—~ = x-+ -x + —+— x" +... si x l < 1 

1+x 2 2 3 4 15 


00 

Analizar la serie > — ; —, si es convergente. Hallar ¡ 

Z^8" +, n! 

n =1 

Solución 


Para determinar la convergencia aplicamos el criterio de la razón. 


Sea a„ = 


" 8" +l «! a ” +1 8' ,+2 


8 (w +1)! 


Cí 

lim = lim-= 0 < I => la serie es convergente. 

«-*<*> a„ »-*» 8 (n + l) 


00 00 00 

-C-8"*V 8 X—t 8" «! 8 Z-H "n! 


00 CO I _ I" 

y i y V 

/8"n! «! 

n - 0 /?-0 


oo 

&*•> 
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00 

Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: e 1 8 + ——) 

/»=1 

— = -H-y-i T , dedonde: V—L T = ^-I = I(j-t) 
8 8 8" +l ^«!8" +1 8 8 8 V 


E (n + 4)1 

- , si converge calcular la suma 

3!«!4" 


Solución 


Z (n + 4)' 
— 

3!n!4 B 


aplicaremos el criterio de la razón. 


Sea a„ = 


(n + 4)! 
3!n!4” 


(n + 5)1 
3!(n +1)!4" 


lim - 2 ±L = lim • 


(« + 5)!3!«!4" 


n + 5 1 


»-»® a n »->=°(n + 4)!3!(/j + l)!4" + »->®(n + l)4 4 


= — < 1 , entonces la serie 


Z (n + 4)[ 

-. es convergente, ahora calcularemos la : 

3!n!4" 


Z (n + 4)! _ Y (« + l)(H + 2)(n + 3)(w + 4) 
3!«!4 314” 


00 

41 


« 4 +10« 3 +35/; 2 +50/1 + 24 
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■X CC X X X 

+,o Z" J( í ) " +35 Í> 2( í)" +50 Z" ( j ) " +24 Z ( í>' - 0> 


Ahora utilizarnos la 


X 

serie de potencia: / x" =-, para I x | < 1. 

i \ — x 


1 + x + x 2 +x 3 +... + x" +... = ——, derivando: 

1-x 


l + 2x + 3 x 2 +... + nx n multiplico por x 


x + 2x 2 + 3x 3 + ...+n x n +... = - 


Como x + 2x 2 +3x 3 +... + «/ +... = — 1 —-.derivando: 


\ + 2 2 x + 3 2 x 2 +... + n 2 x" 1 + , multiplico por x 


x + 2 2 x 2 +3 2 x 3 + ... + n 2 x" +... = - V ■ - +A ' 


.2 „_X(X + 1) 
7 A “_x3 
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Como x + 2"x 2 + 3 2 x 3 +... + n 2 x" +... = A ■ + * , derivando: 

(1-x) 3 


1 + 2 3 x + 3 3 x 2 + ... + n 3 x” _1 + ...= 


x + 4x +1 
(I-A*) 4 


, multiplico por x 


x + 2 3 x 2 + 3 3 x 3 +... + n 3 x" +...= 


x 3 + 4x 2 + x 


X 

Z“ v ■ 


3 A 7 

X + 4 A' -+* X 


Nuevamente derivando la expresión: 


x + 2 3 x 2 + 3 3 x 3 +... + n 3 x" +... = 


x 3 + 4x 2 + x 


1 + 2 4 x + 3 4 x 2 +... + » 4 x'' -1 +...= 


x 3 +llx 2 +llx + l 


, multiplico por x 


.<1 ,4 3 4 „ X 4 +1 lx 3 +1 lx 2 + X 

x + 2 x + 3 x +... + « x +...=-j- 

0 - A ') 5 


«V = 


x 4 +1 lx 3 +1 lx 2 + X 


Ahora reemplazamos x = — en las series obtenidas 


«=o n =o i 


ly_ 1 _ 4 

4,13 
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,+ í#-2 - KH 

n=¡ n =1 

Z_í 4 9 4 27 


y„3 ( i). = H ; y„<('). = íü» 

v 4 81 Z-j v 4 243 


Reemplazando (2), (3), (4) en (1) se tiene: 


Z (« + 4)! 1 r 1140 1320 700 200 

--=- -+ — + — +-+ í 

3!n!4" 6 


3!n!4" 6 243 81 27 9 


X 

■"I 


(n + 4)! 9372 

3!«!4" ~ 729 


00 

Z x" l - x || 

-= 1 + -— ln(l - x ), | x | < 1 aplicar esta fórmula 

«(/» + !) x 


•X' 

para sumar la serie Y*, 


/7(/í +OtO- 


Solución 


¿-in(n + 1) Z_ 

n=l v ' n=l 


X X X 

V (-——y*=V-—V— 

^ n n + 1 XmamA fl fí + 1 


n=I n=I 


Como —-— = l + x + x 2 +... + x" 1 +... SÍ | X | < 1 
1-x 
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. . . x 2 x 3 x" 

~~ ln( 1 x) — X H-1- h... + -- h ... 

2 3 n 


-x-ln(l 


-, )= y ^=xt-^ 

x-u n +1 n +1 


00 

vy x 1 

> -- = -l — ln(l-x) 

t n + 1 x 

n=l 

y x" 

> — = -ln(l-x) 
n 


Ahora reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: 


OC 

Y * = -ln(l -x) - (-1 ln(l -x)) 

¿-^n(n + \) x 


= 1 + (— -1) ln(l - x) = 1 + -—— ln(l - x) 
x x 


x (Jv' i—L 

Y -i—— = Y-P 9 -v = l+ ' ■ ln(l——) =l + 99In- 


Desarrollar F(x) = — en serie de potencias alrededor de x = 2. 
x 

Solución 


ro-i-t F^u-ir 

x ¿—i n! 


, de donde: 
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F(x) = - = F( 2) + F'(2)(x - 2) +~ 2) 2 + ^T ( - v ~ 2 ?+- 
x 2! 3! 

F(x) = - = F\x) = ~- r-, F'(a-)=4' ^W = -4>- 

X X X x 


F(2) = i = F'(2) = ~, F"(2) = ^. F”(2) = ~, 


_ 1 1 1 , ... 2! (a- 2) 2 3! (x-2) 3 , 

F(x) =x=r¥ (x ~ 2) ¥~¿r~¥~¿r + ~ 


n=0 


Hallar la suma de la serie 


-z 


(n-4) 2 


Solución 


1 (n-4)‘ 


¿—-j e e 




Ahora aplicamos la serie geométrica convergente. 


= 1 + A + JC 2 + ‘ +x" +... SÍ | X | < 1 


00 X 

y a- =— => y x "=—, 

¿—d l-.r í—í 1 — x 


donde: para x- — 
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£(í)--4t 

ÁmmJ p P — 1 


Como -= 1 + x + x 2 1 si | x | < 

1 — X 


O -*) 2 


= 1 + 2x + ... + h.y”~ +... 


Z'""" 1 “(f-V ^ Z" y,= (rfy donde:para **7 


Z”^'-(711)5 


X 7 

Como —-—- = x + 2x +... + nx"+... si x < 1 

(I-*)" 

■ X+ \ =\ + 2 2 x + ... + n 2 x"- ] +... 

(l-.r) 3 


X 

Z» ; 


y'-' = _£lL => 

(l-xf 




x 2 +x 

o 1 ? 


, donde: para x = 


y u i v- ^ 2 +e 4 

§" ( ?> 


Ahora reemplazando (2), (3), (4) en (1). 


(n-4) 2 _ e 4 +e 2 Se 2 16 9e 4 -23e 2 +16 

e 2 " (<? 2 -l) 3 (e- 2 -!) 2 + e 2 -l ~ (e 2 -l) 3 
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'V ' 1 n x 

Comprobar la representación en serie de potencia: 2 m ^ nx —~y P ara - 


x <1 


Solución 


Aplicando la serie geométrica convergente, es decir: 


= 1+X + X 2 + ... + x" '+x n +..., si | X | < 1 


Ahora derivamos miembro a miembro. 


O -*) 2 


= 1 + 2x + ... + «x" + ..., si ] x I < 1 


Multiplicando ambos miembros por x, es decir: 

, A = x + 2x 2 + ...+ nx" + ..., de donde: 

(l-x ) 2 


00 

Z nx n = , X -r r , para |x| <1. 
0--*) 


Comprobar la representación en serie de potencia de: 


O -*) 3 


para | x | < 1 


Solución 


Del ejercicio (22) se tiene: — - — = x+2x~ +... + nx" +..., si I x I < 1 
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Multiplicando ambos miembros por x. 


( 1-0 


j = x + 2~x" + ... + « 2 x" +..., de donde: 


____ i 

2 „ X + X II, 

/ n x = - -— , para x < 1 

o-o 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


00 -1 j 

Z 1 „ x- +4x ¿ + x . | I 

n x = -j— , si I x | <1 

H - vi 4 


Solución 


Aplicando la serie geométrica convergente. 


—0- = l+.Y + X 2 +... + X" ' +x" +... SÍ | X | < I 
1 — X 


Mediante el ejercicio (23) se tiene: 


———r = x + 2 2 x 2 +3 2 x 3 ... + h 2 x" + ..., si | x | < 1 

(1-x) 3 


Derivando ambos miembros. 


X + 4.V + 1 i -1 2 o ..i 

-— = 1 + 2 3 x+3 3 x 2 +...+m 3 x'' ' +.. 

(1-x) 4 


Luego = ' 3 - - * . 4a + 1 , de donde: ^T0 3 x" = 


x 3 + 4x 2 + x 
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Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


I * 4 '- 


4 „ X 4 + 1 1a ' 3 + 1 lx 2 + X 


, si | X I < 1 


Solución 


Del ejercicio (24) se tiene 


X 

2> v - 


X -f 4.Y" +• A' 


, desarrollando 


x + 2 3 x 2 + 3 3 x 3 +... + m 3 x" X + 4 ' V , f A , derivando 

(I-a) 4 


4 4 2 4 n-1 A' 3 + 1 l.X' 2 + 1 Lv + 1 

l + 2 4 x + 3V+... + «V '+... =- t- 

(I-A')’ 


Multiplicando ambos miembros por x tiene: 


_4 2 -.4 3 4n A' 4 + 1 lx 3 + 1 lA‘“ + X 

x + 2 4 x- +3 4 a 3 + ... + n 4 x + ...=-;- 

(l--v ) 5 


de donde 


X 


4 4 A 4 +1 lx 3 +1 1a'~ + X . 

x =- 7 - , para | x | < 1 

(1-x) 5 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

Hallar el intervalo de convergencia de las siguientes series y dar el radio de 
convergencia. 


x 

® I 


(x -3)~" 

(n + l)ln(n + l) 


Rpta. 2 < x < 4 
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© 

V 1 (-1)"(a-3)" 

^(2n + l)V» + l 

Rpta. 2 < x < 4 

© 

y (i+-)" ! (*-D* 

Yl 

// = 1 

Rpta. 1-- < x < 1+ — 
e e 

© 

X 

X(-D''-v 2 " 

n =0 

Rpta'. | x | < 1 

© 

//—i 

Rpta. — < x < — 

2 2 

© 

(-i)"a 3m 

n\ 

n =0 

Rpta. V x e R 

© 

X 

n =1 

Rpta. | x | < 1 

© 

Y (-1)" (Xy„ 

Z-,2« + l V 

n =0 

Rpta. -2 < x < 2 

© 

n-V 1 

n=0 

_ 1 1 

Rpta. — < a < — 

2 2 


Y— 

/ j ->«+i 
n=0 J 

Rpta. | x | < 3 
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© 

y <-.)**■ 

(2n - 1)! 

W=l 

Rpta. V x e R 

© 

n=\ 

Rpta. x e [0,2] 

© 

oo / 

n=\ 

Rpta. x = 0 

© 

X 

^ ''senh(2n)x n 

n=0 

„ 1 1 

Rpta. x e < —— > 
e~ e 

© 

00 

y v " 

Rpta. V x e R 

© 

00 

íl— 

n=\ 

Rpta. x e [-2,2> 

© 

l 

V 1 2" n"x” 

Z~in(n + ])(n + 2) 

n -1 

Rpta. xe[ — ] 

n k 

@ 

oo 

V-L 

Tt nX 

Rpta. x > 1 absolutamente convergente 



-x < 1 es condicionalmente convergente. 

© 

X 

2/ 

Rpta. -1 < x < 1 


/»=0 


x 


© 

I? 

/I=l 

Rpta. 

es divergente V x e R 


f(x’ + 1 ) 

2 n x n 

n =1 

Rpta. 

, . 11 

-1<.Y<— , — <jr<l 

2 2 

@ 

X 

2Vl)"(2n + l)V' 

H= 0 

Rpta. 

-1 < x < 1 

© 

yr 1 ^- 1 

Rpta. 

-1 < x < 1 

© 

«=1 

Rpta. 

-1 < X < 1 

© 

y(«+i) 5 .v 2 " 

2-a 2n + l 

«=o 

Rpta. 

-1 < X < 1 

© 

X 

y¿ 

¿-fn” i 

/l-l 

Rpta. 

-00 < X < 00 

© 

Y( " y-"- ] x- 

Z-T2/J + 1 

n=\ 

Rpta. 

-4 < x < 4 

© 

Í>" V 

n-0 

Rpta. 

1 1 

- < X < - 

3 3 
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Rpta. -e < x < e 


Rpta. -3 < x < 3 


Rpta. -] < x < 1 


Rpta. -1 < x < 1 


Rpta. O < x < 4 


Rpta. -e-3<x<e-3 


Rpta. x = -3 
t 


Rpta. 2 < x < 8 


5 13 

Rpta. — < x < — 
4 4 
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¿(-ir <*- 3 ; f — 

(2a! + 1)V« + 1 

Rpta. 2 < x < 4 

® 

•X c 

y (x-3) 5 
n5 n 

n=\ 

Rpta. -2 < x < 8 

® 

y (x-i)" 

¿-¿(n + \)\n 2 (n + \) 

n= 1 

Rpta. -2 < x < 0 

© 

í 

n= 1 

Rpta. 1 < x < 3 

@ 

y (v-i) 2 " 

^ n. 9 n 

n= 1 

Rpta. -2 < x < 4 

@ 

y (3n-2)(x-3)" 

¿-i (n + 1) 2 2 n+l 

n=0 v ' 

Rpta. 1 < x < 5 

© 

X^(.v + 2)" 

n » 
n -1 

Rpta. -3 < x < -1 

© 

Y(-iy 3 dl±l( X - 2 y 

¿—a w + 1 

n= 0 

Rpta. 1 < x < 3 

© 

V „ + , (x-2) n 

(n + 1) ln(n + 1) 

«=l 

Rpta. 1 < x < 3 
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® I 


( 2 ;.-!)"(*+ 1 )" 

2 n -\n n 


Rpta. -2 < x < O 


© Z¿ 


(2«-l).v n 


Rpta. x > 1, x < -1 


© y_HTl_ 

W ’iY'íí — 5)" 


Rpta. x > 5 — , x < 4 


W ¿-‘(x-2)" 


Rpta. x > 3 , x < 1 


© I 


(n + l) 5 x 2n 


Rpta. x > l , x < -1 


® Z^ 


1 1 

Rpta. — < x < — 
e e 


© Z-v 


Rpta. -1 < x < 1 


© z - 


Rpta. -2 < x < 2 


® Z ( -r 


• „2n-l 
-I _ 

(2n-l)! 


Rpta. -oo < x < oo 


| ro 
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© 

n=1 

Rpta. 0 < x < 2 

© 

* 2 

Zf'- 2 »” 

w=l 

Rpta. -4 < x < 0 


yh H)"* 2 " 

2 2 "(h!) 2 

Rpta. -oo < x < oo 


Z-' n.2" 

n- 1 

Rpta. I x - 2 | <2 

© 

x 2 " +l 

y h)”-— 7 

2w+ 1 

/;=0 

Rpta. | x I < 1 


* 

^(-2)"(«+ixx-iy 

/i=0 

Rpta. | x- \ | < 

© 

V->(3j: + 6)'’ 

¿L ni 

h=0 

Rpta. -oo < x < oo 

@ 

jy, (2/7 - 2).V 2 "”' 

ZZ 2 2 " _2 (/7 -!)!(// - l)!(2n -1) 

W=1 

Rpta. | x | < 1 

® 

Z7 

n=l 

Rpta. -1 < x < 1 
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Rpta. -1 < x < 3 


Rpta. V x *■ 0 


Rpta. x > 0 


Rpta. x < 0 


Rpta. -1 < x < 1 


Rpta. x = 0 


Rpta. -oo<x<o° 


Rpta. -1 < x < 1 


Rpta. -1 < x < 1 
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ce 


@ 

y\l + n)"x" 

I1=\ 

Rpta. x = 0 

® 

'X. 

]>\l + (-2)'V' 

n= 0 

Rpta. |a|<1 

® 

3C 

y(l + (-l)")A'’ 

»= 0 

Rpta. |a|<| 

@ 

t (2 ”>V 

rí(”0 

Rpta. |a|<-Í 

@ 

y <” ! > ,■ 

n=i v 7 

Rpta. |a| < 27 

© 

n 5 "x" 

¿-t(2n)'.n in 

Rpta. |x|<4 
e 


y» (3/i)!x n 
( w! ) : 

Rpta. x = 0 

© 

vy sen(2?m) n 

«=i 

Rpta. -oo < x < oo 

© 

t Hr+l / 

^ m! 

Rpta. -oo < x < oo 


n=\ 
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® 

ZZ, sen(n( -)) 

> 2 xa" 

¿~t 2" 

»= 1 

Rpta. -x < x < oo 

® 

X? 

n=\ 

Rpta. x > 2, x < -2 


ST ln(«) x „ 

Z-j 2 n 

n-\ 

Rpta. | x | < 2 

© 

1 X 

y— 

n-\ 

Rpta. V x * 0 

® 

X 

1 + eos Inn „ 

2-4 y 

n=\ 

Rpta. | x | <3 

© 

y (3x)" 

2«+i 

»=0 

2 2 

Rpta. — < x < — 

3 3 

® 

y**- 

¿-¿n” 

n=\ 

Rpta. | x I < e 

® 

y (-iyv 

rf»(ln(«))“ 

Rpta. - 1 < x < 1 


Y -4^-( x-2 ■)" 

Z —i IT + 4m 

n=l 

Rpta. 1 < x < 3 

© 

Y-(—)" 

4-^fl 2 s+x 

/f=l 

Rpta. x > —- 

2 

® 

y *' 

¿¿n 2 .r 

n =1 

Rpta. -2 < x < 2 

© 

zL 3" 

«=l 

Rpta. -2 < x < 4 

© 

í-r'^ 

n=I 

Rpta. 1 < x < 2 

© 

V , (-1)” +I (.r+1) 2 '' 

“ (n + 1) 2 5" 

Rpta. [-V5-1. V2-l] 

® 

Y 1 * 

Z^2n-1 x + K 

n=l 

Rpta. x > 0 

© 

y (x-ir 

2-4 2".n 3 

W=l 

Rpta. -1 < x < 3 


X 

y 1 

¿in(-x) n 

Rpta. x > 1 , x < -1 


> ¿ n 

2 2 

Rpta. — < x < — 

3 3 

© 

2-i «+i 

n=0 
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© 

OG 

^Yl)> + l)x' ! 

«=0 

Rpta. -1 < x < 1 

d) 

]>Vu-i) 2 

n=l 

Rpta. 0 < x < 2 

© 

y(-l)"- , (x+4)" 

^ 3".n 2 

M=1 

Rpta. -7 < x < -1 

© 

y (-ir'(«!) 2 (x-2)" 

2" (2«)! 
n=l 

Rpta. -6 < x < 10 

© 

^(-ir'n!(|rx" 

Z-i 1.3.5...(2n -1) 

n =1 

„ 4 4 

Rpta. --<*<- 

© 

y (-l)"x” 
i— rf(« + l)ln(/? + l) 

n=\ 

Rpta. -1 < x < 1 

© 

y (—1)"-' ln (n).2 n x n 

2-1 y.n 2 

n =1 

Rpta. 

© 

yl.3.5...(2n-l) „ 

Z-i2.5.8...(3«-l) 

n=\ 

„ 15 

Rpta. — < x < — 

2 2 

© 

^ 2" +l x 5(n+l) 

Z-( 2/1 + 1 

n=0 

R pu. 
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00 i \2n i i3« 
’CHV + X 




' (-I)" l-3.5...(2n-l) 2„+i 
i 2.4.6...(2 n) 


i sen (2n-l)x] 
' (2n-1) 2 


Rpta. | x | < 1 


Rpta. [-1,1] 


Rpta. <-oo, +oo> 


sen(2«-l)x 1 

sug: -— < — 

(2n - 1) 2 ti 2 


CO 

X 2 " Sen( 7 } 


Rpta. -oo < x < oo 


. x. x2 

sug: 2 sen(—) <- 

3" 3" 


] + x v -1 x 2l,+ ' i i 

Verificar que: ln(—-) = 2 > - , para | x | * 

1-x <2« + l 

»=o 

cc 

Z x" 

— 1 -= x + (1 - x) ln(l - x) 

(«- 1 )« 

n=l 

Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


1 (w + l)(« + 2)(n + 3) x „ __1_ 


si x < 1 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


1 (« + l)(n + 2,)x" 1 


si | x | < 1 
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Comprobar la representación en serie de potencia de x 


(ln(«)) A x „Aln<7, 

- x , a> 0 (sug.: a —e ) 


ni 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


1 2 " +I 2 — x 


si I x < 2 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


sen 2 x 


00 


,l+l ——— x 2 ' 1 (sug.: cos 2 x = 1-2 sen 2 x) 


Comprobar la representación en serie de potencia de x: 


. 1 +x V* . 11 , 

m,-= > - si x < 1 

\ 1 —x ¿~i2n + \ 

n=0 


Comprobar el desarrollo en serie de potencia de x: 


3* 1 


l + x-2x 2 3 


4Z(l~("2)")*" si 


\x \ < — 
2 


, 3x 11, 

(sug.: -- =-) 

l + x-2x 2 1 -x 1 + 2x 


Integrando término a término de O a x una representación en serie de potencia 
NT> x 2 " + ' 1 

de t arctg(t). Demostrar: / (-l)" ---- = — [(x 2 + l)arctgx-x] 

( 2 n-l)( 2 n + l) 2 
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Escribir el desarrollo en serie de potencia de x: 


a) /(x) = .ve 


•X 

Rpta. /(x) = x + y j (-ir 


2"~' x" 
(«-!)! 


b) f(x) = cos 2 x 


Rpta. /(x) = l + y ( -l)« 


i 2 2 " y 2 " 

(- 1 )" - - --- 
i (2/7)! 


c) f (a) = COS“ A 


x 

Rpta. /(x) = l+ly ( -iy 


„ ( 2 x) 2 " 

(2/i)! 


X 

d) /(x) = sen3x + xcos3x Rpta. /(x) = 2^'(-l)"(/i + 2) 


3 2 " x 2 " +1 
(2/7 + 1)! 


C) 

9 + x 


X 

Rpta. /(x) = y ( -ir- 


0 / (x) = ln(x + Vx 2 +1) 

D . ,, , 1 X 3 1.3 5 (-1)" 1.3.5. ..(2n-l) x 2 '^ 1 , . 

Rpta. f(x) = x —.—+—x D + ... + -— ----.-+ ... x < . 

2 3 2.4.5 2.4.6.. .(2/7) (2/7 + 1) 1 1 


Hallar la serie de potencia de x de f(x) = 


(l-x)(l + 2x) 


X 

Rpta. /(x) = X(l+(-ir 2" +l )x" 


Hallar la serie de potencia de x de la función: /(x) = 


1 - eos x 


X 

Rpta. /(x) = y 


( _l)" + lx2«-l 
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^2^ Hallar la serie de potencia de x de la función: /(a) = '.en 3 x 


1 V-í-ir'O 2 "-!) , (I+ , 


,, , iv (3 

Rp, a . ^i, 


Muestre que: 


2a- 3 2.4 5 2.4.6 

arcsen x = a +- +—x h- 

3 3.5 3.5.7 


:.4,6 7 V 2 2 >!) 2 a 2,,+i 
.5.7 ' + "" Zj (2/i +1)! 


* A 

Hallar la serie de potencia de x de la función: J(x) = -- 

1 +A 


A 2 A 3 13 4 13 5 

Rpta. f(x) = l-.r +-- + — A -—A + . 

• 2 2 24 24 


^3^ Hallar la serie de potencia de x de las funciones 


:«) /(*) = 


ln(l - a) 


b) /(a) = 


(1-A)(1+A 2 ) 


oc 

^31^ Demostrar que — 


_I_ = _ 1 _ 

!(/i + 2 ) ~ 2 


, Vn 3 + 2 n + l , 

Analizar la convergencia ó divergencia de la sene: ^ - en caso ae 


ser convergente calcular su suma. 


Rpta. 8 e 




X 

© Calcular la suma de la serie / -- , sabiendo que: 

^«(/i + l) 2 




<(n + l) 2 6 
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(U4) Analizar la convergencia ó divergencia de las series siguientes y en caso de ser 
convergente calcular su suma. 


a) y.?> +1)2 

n\ 

lis 0 


Rpta. 27e 


y >il+ 2/ >+i 


Rpta. 20e 


X 

•» s 


n -5/i + 2 

(n-D! 


Rpta. -3e 


x 

d) ^ne~" 


(e-\y 


X 

y— 

¿—t2 2 " n\ 


Rpta. e 4 -l 


^3^ Hallar la suma de la serie J 


2" n(/i +1) 


Rpta. 1 


136) Analizar y calcular la suma de la serie 


,neV^- 
4-^/1.4" 


Rpta. In(--) 

4-A 


Calcular la suma de la serie 7 —-—=—- 

^2"( 2 VÍ + l) 


Rpta. - 

1 —A 
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(l38) La siguiente serie es convergente, calcular su suma j^) 


ce 

yi... 

L-t n \ 


Hallar la suma de la serie 


30 


m 3 4 3« 4 5 
(n + 2 )! 


Rpta. 13-e 


X 

Hacer un análisis y calcular la suma de la serie ^ ' 


«(« 4 1) 


X 

^J41^ Analizar y calcular la suma de la serie ^ ' n(n +1 )x" 


Rpta. -r, para |x| < 1. 

(1-x) 3 


Hallar la suma de la serie 


1 V~' (« + 2X« + 1) 

7 n\ 


1 (n + 2)(n + \)x" 


y concluir que 


Demostrar que para todo entero positivo P, se tiene. 


■C / \ 

(|_ A -)-p-‘ - '^j n + P x" , | x | < 1, donde el símbolo 


es una 


abreviación de (" + />)(« + P + 1 M” + 1 2 deducir | a formula: 

1.2.3 ...p 
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X 

Hallar la suma de la serie de la función m ^ para 

éf( 2 -r 


0 < x < - 


Rpta. -sen ".y 


(m?) Estudiar la serie si converge hallar su suma I («-1) 3 (-^-) 




(l46) Estudiar la serie si es convergente, hallar su suma 


(/j + l)(n 4 -3)6" 


Rpta.:-[2101n- + — ] 
2 l 6 72 J 


Z (_n" 

—--—-— y en caso de 
(«4-1)8" 


convergencia, calcular la suma. 


8 9 

Rpta. —81n — 

9 8 


Calcular la suma de la serie, analizando en que intervalo converge 

-, y aplicar para calcular la suma de la serie 7 - 

«(« 4 1) -¿—'«(«41)4" 

«=1 n=I ' ’ 


La siguiente serie / —-- es convergente, calcular su suma. 

.¿—<(«4-3)! 


4e-27 


Estudiar la convergencia ó divergencia de la serie 


¡e y± 


(-1 r» 

(«41)8" 


, en caso de 


ser convergente calcular su suma. 
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ce 

(l51^ Analizar la serie ^ ' n(n + l)x''~ j y calcular la suma de la serie. Aplicar 

n =1 


Si a e R, b > 1, Demostrar que: — = ———r aplicar el resultado para 

¿-j h " (b- 1) 2 

/í=l 

00 re i — 

Z ln sr \2+xn 

—; > -;— 

5" Z-i 3"“ 2 

«=1 n=l 


^ ^ii 

Halle el radio de convergencia de la serie — + —)x" para a,b > 0 


arbitrarios. 


Demostrar que 


-1. -v < 1 


2n 2n-2 | , 

: h'* =±1 


0, |x| > 1 


X 

(l5^ Hallar el interv alo de convergencia de la serie: 


■ 

(l5ó) Pruebe que 


n 3 [y¡2 +(-l)'']" ^ 3(26 +19^2) 
3” ” 34-24V2 


^ * tg"(—) 1 

15^ Pruebe que = -j-^-j=[54e'^-63-19-\/3] 
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(l58) Pruebe que ^ ’ j* ^ dx converge y ^ 1 a ' x - 


159) Sumar la serie 




160) Analizar la serie 


ie y r *5i£ 

A'U 1 + -Y” 4 


^6^ Sumar la serie ^ 


^ 62 ) Usando serie de potencias, demostrar que I (-D 


1,-1 ( 2 /i + l) 
n(n + 1) 


Calcular la suma de la serie 


arctg(y) + arctg (-—-) + arctg(— --) +... + arctg( 


1 + 1.2.x 


1 + 1.2.3.x- 


! + «(« —l)x 2 


Rpla.: 


Analizar la serie si es convergente calcular su suma: 


1 senx sen2x sen3x 
a„ - —-— + —r— + —r—• + ... 


2 senx 
5-4cosx 


t^> | ^ 
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_ X 

^6^ Dadas las series infinitas: = l + -^cos.v + ^-cos2.r + —cos3.v- 


X 

Z 1 1 1 

b„ = - sen x + — sen 2x + sen 3x +... 

2 2 2 2 3 


Se pide a) Demostrar la convergencia 

b) Calcular la suma de cada serie 

y- 

Dada la serie infinita. ^ = 1 + kcosa + k~ eos 2 a+... + k" eos na + ... 


x 

^'6 n = A sen a + k 2 sen 2a +... + k" sen na+... 


Siendo 0 < k < 1, Calcular la suma de cada serie 


1 -¿cosa ksena 

Rpta.:-^^- 

[ + k~ -Ikcosa \ + k~ -Ikcosa 


Z 4 (n + 1)! 

(—i— h -r) 

3 n! 3!.«!.4 


X 

^68^ Desabollando en serie de potencia la función f(x) = e x , calcular ^ — 


Rpta. 0.2128 


X 

(169^ Si la serie es convergente calcu lar su suma ^ (n + 1)(—)” 


vO | 
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APÉNDICES 


SUMATORI \S. 


n 

= a, +a 2 + 

1=1 

n 

]T/(0 = /(D + /(2) + ... + /(«) 

(=i 

FÓRMULAS IMPORTANTES. 

© Z/ = í ( " +,) © ¿ /2= 1 (,,+1)(2 " +1) 

,=l ;'=l 

0 = @ =^(»i + l)(6« 3 +9« 2 +n 


1=1 


PROPIEDADES DE LA SUMATORIA 

n 

(T) 'y'jc^nk,, 


k constante. 


i=i 


n n 


© 2> 0±g(0] = £/<o±£*<o 

/=1 /=l /=1 

II 

© £[/«-/(*'■-•)] = /(«)-/(O) (Ira. Regla telescópica) 


i=i 


II 

© 2 >< í')-/(í.- 1)] = /(«)-/(£-l) (Ira. Regla telescópica generalizada) 


/=* 



n 

@ £ [/(/ + 1) - /(/. _ 1)] = /(„ + 1) + f{n) - /(l) - /(O) (2da. regla telescópica) 

1=1 r . ■ _ • • 

© ^[/(' + O " /(*■ - D] = /(» + ,1)+/(») ■- /(*) - /(* -'>) 

i=k 

(2da. regla telescópica generalizada) 

PROPIEDADES DE LA EXPONENCIAL. 

© «VW*' © ,4-«" © i'T-f 

PROPIEDADES DEL LOGARITMO NATURAL: Ln A. 

© ln AB = ln A + ln B © ln— = \nA-\nB 

© ln = r ln i4 ® lntfÜ = ^In A 

PROPIEDADES DEL FACTORIAL. 

Q n! = 1.2.3.. .n © (n+ 1)! = n!(n+l) 

EL NÚMERO e. 

e = lim(l+—)* = lim(l + >') > = 2.7182818284590452... 

i->x x y-*o 
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